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1.1. Folgen, Summen, Reihen

Folgen

Eine Folge (an)nENl

A1,02, ...,

von reellen Zahlen heiBt Folge. Der Index n durchlduft die Indexmenge der nattrlichen Zahlen N. Oft tritt auch Ny als Indexmenge auf.

Allgemeiner betrachtet man Indexmengen I C Nj. Ist die Indexmenge endlich, dann heiBt die Folge endlich.

Eigenschaften einer Folge (a;, )ncn:

* monoton wachsend: a,, < a1 furallen € N

e streng monoton wachsend: a,, < a,1 firallen € N

» monoton fallend: a;, > a1 firallen € N

e streng monoton fallend: a,, > a,+1 firallen € N

e beschrankt nach oben: Es gibt eine Zahl C' > 0 mita,, < C'furallen € N
e beschrankt nach unten: Es gibt eine Zahl C' < 0 mita,, > C furallen € N

o beschrankt: Es gibt eine Zahl C' > 0 mit: |a,,| < C firallen € N

Jede monoton wachsende oder monoton fallende Folge, die zusatzlich beschrankt ist, konvergiert.

Rechnen mit konvergenten Folgen:

lim (a, + b,) = lim a, + lim b,
n—0o0 n—00 n—00

lim (a, — b,) = lim a, — lim b,
n—o0 n—oo n—o0

lim (a, - b,) = lim a, - lim b,
n—00 n—o0 n—00

e Falls lim,, ;o b, # 0, dann gilt

a, lim, ,ay

lim — =
n—oo by limy, o0 by,
Summen
Die Summe von n Zahlen z1, . . ., T, wird mit
n
Z$¢=$1+---+$n
i=1
notiert.

Endliche geometrische Summe:

n . 1— l.n+1

Weitere Summen:
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~._nn+1)

1=
i=1 2

", n(n ot 1)(2nt 1)

a—
i=1 6

Reihen

Die Folge der sukzessiven Summen der Zahlen ag, ai, . . ., d.h. der Partialsummen
n
Sn= @,  n=0,12...,
k=0

heiBt Reihe. Notation: s,,,n € Ny oder auch Z;’;O ay,. Die Summation kann auch bei 1 beginnen.

Die Reihe konvergiert gegen s, wenn s, — s, — 00. Man schreibt dann: 377 ax, = s. Wenn >, |ax| konvergiert, heiBt die Reihe absolut
konvergent. Wenn die Reihe nicht konvergiert, hei3t sie divergent.

Quotientenkriterium

Abng € Ny gelte ay, # 0 fur k > ng. Gilt fireing € (0,1)

a
Ml <yg,  firallek > ng
af

oder

. Ak+1
li =q,
k—oo | ap

dann konvergiert die Reihe s, = ZZ=0 ap,n=0,1,2,...

Gilt
a
kil >1, fir k£ > ng,

ag
dann konvergiert die Reihe nicht gegen eine reelle Zahl.
Exponentialreihe
o0 mk
ex:exp()zzﬁ, zcR
k=0
Geometrische Reihe
= 1
Z zk = T2 fiir alle reellen Zahlen z mit |z| < 1
-z
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1.2. Finanzmathematik

Betrachtet wird eine Zahlungsreihe tiber \die n Perioden ausgehend von einem Kapitalstand (Anfangskapital) in t = 0 bis zu einem
Vermoégensendwert in ¢ = n. Diese kann ein normales Spar- oder Girokonto darstellen oder die Abwicklung eines Finanzierungsobjekts tiber ein
zugeordnetes Konto, bspw. eine Investition mit anschlieBenden Ein- und Auszahlungen oder ein Kredit/Darlehen. Zahlungen an verschiedenen
Zeitpunkten werden durch Auf- oder Abzinsen finanzmathematisch bzw. 6konomisch gleichwertig gemacht.

Notation:
Ky: Anfangskapital (Startkapital)
Vorzeichenkonvention:

K > 0: Investition
Ky < 0: Darlehen/Kredit

P, ©: Zinssatz (ZinsfuB) (in Prozent)
g = 1 + : Aufzinsungsfaktor
Z},: Zahlung mit der Vorzeichenkonvention (auf ein Konto)

Z. > 0: Einzahlung (aus Sicht des Verrechnungskontos des Finanzierungsobjekts)
Zy, < 0: Auszahlung (")

Man muss unterscheiden, ob eine Zahlung zu Beginn oder am Ende einer Periode stattfindet.

vorschiissige Zahlung: zu Beginn der Periode
nachschiissige Zahlung: am Ende der Periode

Voraussetzungen:

(1) Auf positive und negative Guthaben wird derselbe Zinssatz angewendet (Habenzins = Sollzins).
(2) Der Zinssatz ist in allen Perioden gleich.

Sonderformen:

Ky > 0und Z;, < 0 fir alle k: Investition mit jahrlichen Auszahlungen (Entnahmen)

Ky < 0und Zj, > 0 fur alle k: Darlehen mit jahrlichen Riickzahlungen

Barwert und Vermégensendwert:

Fall 1) Nachschiissigen Zahlungen Z1, ..., Z,

Zyy Z1, . . .y Zy, Zahlungsreihe. Kalkulationszinssatz: ¢

Barwert:
n
By=Zo+Y 4 "%
k=1
Fall 2) Vorschussige Zahlungen Z1, ..., Zy,:

By = Zy + Zq_kHZk
=1

Voraussetzung:
(3) Die Verzinsung erfolgt nachschissig. Anfallende Zinsen werden am Periodenende gutgeschrieben

Kapitalstand (Vermégensendwert) bei nachschiissigen Zahlungen:

n—1

K, = Koq"+ Y Zn 14"
k=0

Spezialfélle:

1) Konstante Zahlungen: $ Z_k = Z § fur $ k = 1, \dots, n$.
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Dann ist
n—1 1— qn
SERPEEDY
k=0 k=0 —4q
Also:
n
-1
K, = Kog" + 21
qg—1
2) Keine Zahlungen: $ Z_k = 0 § fur $ k = 1,\dots, n §.
Kn = Kﬂqn
Auflésen nach i:
1=/ K,/Ky—1
Auflosen nach n:
In( )
Ky
=log, (K,/Ky) =
n gq( n/ 0) ln(q)

(Hinweis: Aufrunden!)

Tilgungsrechnung bei Darlehen/Ratenkrediten:

Ein Darlehen i.H.v. Sy (= Kj) wird durch nachschiissige Zahlungen Z1, Zs, . . ., Z, in m Jahren getilgt. n heiBt Laufzeit.
S sei die Restschuld nach j Jahren.

Die Zahlung im Jahr j (Annuitat, Rate) setzt sich wie folgt zusammen:

Zinsen fir die Restschuld Sj_1: - S
Tilgungsbetrag: T;
Zahlung:

Zj=1-8j1+1T;
Fall 1): Bei konstanter Tilgung T; = T, j = 1,...,n, ist
Zij=14-8i.+T
Restschuld nach n Jahren:
S, =8, 1—-T =S8y —nT

Laufzeit des Kredits:

)
T
Fall 2): Konstante Annuitaten (Raten): $Z k=72>0%, $ k = 1,\dots, n $.
Restschuld nach n Jahren:
-1
Sn = Soq" — 22
qg—1
Annuitat bei einer Laufzeit von n Jahren:
qg—1
Z = Soq"
0q " —1

betragen.
Tilgung im kten Jahr: Ty, = Z —iS),_1 = ¢" 1Ty
3) Ratenkredit bei monatlicher Abwicklung. 7: Zinssatz p.a., R: Monatsrate

Monatlicher Zinssatz: ¢ = l—g Aufzinsungsfaktorg = 1 + %
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Restschuld nach n Monaten:

Snzso(1+—
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1.3. Funktionen

Funktionen

Eine Funktion
f:D—-W

ordnet jedem Element z € D eine Zahl y = f(x) zu. Die Menge D C R heiBt Definitionsbereich, die Menge W = {f(z)|z € D} C R heiBt
Wertebereich.

Wenn
f:D—-W wund ¢g:E—V
Funktionen mit W C E sind, dann ist die Funktion y = g(f(z)) fur alle € D definiert und heiBt Komposition oder Verkettung von f und g.
Eine Funktion
f:D->W

heiBt umkehrbar, wenn es zu jedem y € W genau ein z € D mity = f(z) gibt. Die Umkehrfunktion f~! : W — D wird dann durch
f1(y) = x definiert.

* Esgilt f(f1(y)) = yund fH(f(z)) =z

¢ Jede streng monotone Funktion ist umkehrbar.
Polynome und Potenzfunktionen
Eine Funktionp : R — R mit
p(z)=ap+a;-z+ay -z +... +a, z"
heiBt Polynom vom Grad n oder ganz-rationale Funktion.

° aj,...,a, € R heiBen Koeffizienten.

e Zwei Polynome sind gleich, wenn ihre Koeffizienten gleich sind.

o Wenn z; eine Nullstelle eines Polynoms f(z) ist, dann gilt f(z) = (z — z1)g(z) fur ein Polynom g(z) vom Grad n — 1.
Gebrochen-rationale Funktionen

Sind p(z) und g(z) zwei Polynome, wobei g(z) keine Nullstellen in der Menge D hat, dann ist die Funktion

wohldefiniert und wird gebrochen-rationale Funktion genannt. Die Nullstellen des Polynoms g(z) sind dann Polstellen (senkrechte
Asymptoten) der Funktion f(z).

Waurzelfunktion
Furz € [0,00) und n € Nist die Funktion f(x) = 2" streng monoton steigend und daher umkehrbar. Die Umkehrfunktion f~*(y) = y/y heiBt

n-te Wurzelfunktion und ist die eindeutige Lésung der Gleichung y = 2" auf dem Wertebereich [0, 00).

Potenzfunktion

Fir a # 0 heiBt die Funktion f(z) = * Potenzfunktion. Der maximale Definitionsbereich ist [0, c0) fiir @ > 0, und (0, co) fir @ < 0.

Exponentialfunktion
Firb > 0 und = € R heiBt die durch

fla) = b
gegebene Funktion allgemeine Exponentialfunktion zur Basis b.

Exponentialfunktion und Logarithmus

Durch e ~ 2.718282 erhlt man die streng monoton wachsende Exponentialfunktion f(z) = e” mit Wertebereich (0, 00). Die Umkehrfunktion
y = In() heiBt natiirlicher Logarithmus und hat (0, c0) als Definitionsbereich.

Beziehungen zwischen (allgemeiner) Exponentialfunktion und Logarithmus

e Esgilty = e* & z = In(y).
e Firb > 0und z € R gilt
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by = ez~ln(b) .

e Firy > 0 und b # 1 ist die Umkehrfunktion von y = b” daher z = log,(y) =

Rechenregeln fiir die Exponentialfunktion
e =1¢6">1ftire>0und0<e® < 1firz<O0.
ee ¥ =1/€".

e ™V =¢e"-e¥unde” Y =e”/el.

o () =",

Rechenregeln fiir den Logarithmus

e In(1) = 0.

« In(z - 9) = In(2) + In(y), In(z/y) = In(z) — In(y)
o In(z¥) = yIn(z) furz > Oundy € R.

Sinus und Kosinus

Der Einheitskreis im R? ist der Kreis mit Radius 1 und Mittelpunkt (0, 0). Zu jeder Zahl ¢ € [0, 2] gibt es einen Punkt (z,y) auf dem
Einheitskreis, sodass die Lange der Kreislinie zwischen dem Punkt (1, 0) und dem Punkt (z,y) - gegen den Uhrzeigersinn laufend - genau ¢

betragt. Die Koordinaten werden mit z = sin(¢) und y = cos(t) bezeichnet. Dadurch werden fir z € [0, 2] zwei Funktionen sin(z) und cos(z)

definiert, die Sinus und Kosinus heiBen.

Eigenschaften von Sinus und Kosinus

* Sinus und Kosinus sind 27-periodisch: sin(z) = sin(z + 27), cos(z) = cos(z + 2).
o sin(z + 7) = —sin(x), cos(z + m) = — cos(z).
« Nullstellen Sinus: sin(z) = 0 fir Vielfache von 7, d.h. = km, mitk € Z.
o Nullstellen Kosinus: cos(z) = 0 firz = kr + /2 furk € Z.
* Sinus ist ungerade: sin(z) = — sin(—z), Kosinus ist gerade: cos(z) = cos(—z).
o Satz des Pythagoras: (sin(z))? + (cos(z))? = 1.
o |sin(z)| <1, |cos(z)| < 1.

* Halber Winkel: (sin(z))? = (1 — cos(2z)), (cos(z))? = £ (1 + cos(2z)).

1
Additionstheoreme

o cos(z + y) = cos(z) cos(y) — sin(z) sin(y).
e cos(z — y) = cos(z) cos(y) + sin(z) sin(y).

e sin(z + y) = sin(z) cos(y
(z — y) = sin(z) cos(y

~+ cos(z

— COoS

V\_/

(z) sin(y).
(z) sin(y)

e sin z) sin(y).

Sonstige Funktionen

Die Indikatorfunktion oder charakteristische Funktion 1 einer Menge I ist gegeben durch

l,xel

1121(.’1:61)2{0 .’1,‘%[

Konvergenz von Funktionen

Eine Funktion f : D — R hat in einem Punkt a € R den Grenzwert c, wenn fir jede Folge (z,,), mitz, € D firalle n und lim,, ;o ©,, = a
gilt, dass lim,, o, f(2,,) = ¢. Man sagt dann, dass die Funktion f fiir 2 — a gegen c konvergiert und schreibt

lim f(z) =

r—a

Einseitiger Grenzwert

¢ heiBt linksseitiger Grenzwert im Punkt a, wenn fiir alle Folgen (xn)n mit 2, € D und z,, < a fur alle n sowie lim,,_,, z, = a gilt, dass
lim,, . f(z,) = c. Notation:

fla=) =1lim f(z) =

zTa

¢ heiBt rechtsseitiger Grenzwert im Punkt a, wenn fir alle Folgen (mn)n mit z,, € D und z,, > a fur alle n sowie lim,,_,, &, = a gilt, dass
lim,, . f(z,) = c. Notation:

fla+) =1lim f(z) =

zla
+o00 ist als Grenzwert jeweils zugelassen.

Sind f(a—) und f(a+) endlich mit f(a—) # f(a+), dann hat f(z) in a einen Sprung der Héhe f(a+) — f(a—).

Stetigkeit von Funktionen
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Eine Funktion f : D — R heiBt stetig im Punkt 2 € D, wenn fiir alle Folgen (z,,),, mitz,, — @, n — oo, gilt, dass f(z,) — f(z), n — oo.
f() heiBt stetig, wenn f in allen Punkten 2 € D stetig ist.

Eigenschaften

o Eine Funktion f ist genau dann stetig in z, wenn f(z—) = f(z+) = f().

e Seien f(z) und g(z) stetige Funktionen. Dann sind f(z) £ g(z), f(z) - g(z) und f(x)/g(z) fur g(x) # O stetig. Wenn f(g(z)) definiert ist,
dann ist auch f(g(z)) stetig.

o Alle Polynome und gebrochen-rationalen Funktionen sind stetig.

o €” und In(z) sowie |z| sind stetig.

Potenzreihen
Seien z € R und a; € R, k € Ny. Dann heiBt

flz) = i ai(z — z0)*

formale Potenzreihe mit Entwicklungspunkt zg.

o f(z) konvergiert nur fir = 0, auf einem ganzen Intervall I C R oder auf ganz R.

o Wenn es eine Zahl R > 0 gibt, sodass f(z) fir alle |z — z¢| < R absolut konvergiert und fiir |z — 2| > R divergiert, dann heiBt R
Konvergenzradius, und es gilt

a

R = lim

n—=0 Ap4q
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1.4. Differentialrechnung

Ableitung

Eine Funktion f : D — R istim Punkt € D differenzierbar, wenn der Differenzenquotient

flz+h) - f(z)
h

df(z

fur h — 0 gegen eine reelle Zahl konvergiert. Der Grenzwert wird mit f'(z) = dz) bezeichnet und heiBt Ableitung von f an der Stelle z. Die

Funktion f ist differenzierbar, wenn f(z) in jedem Punkt z € D differenzierbar ist. f ist dann eine Stammfunktion von f.

fa+h)—f(z)

Die linksseitige Ableitung ist durch f'(z—) = limpq A

f’($+) = limhw 7f(z+h})l—f(z)

gegeben, die rechtsseitige Ableitung ist durch

definiert.

Rechenregeln

» Wenn zwei Funktionen f(z) und g(z) in einem Punkt z differenzierbar sind, dann sind auch f(z) & g(z), f(z) - g(z) und f(z)/g(z) (fur
g(z) # 0) in z differenzierbar.

* Faktorregel: (cf(z))" = cf'(z) furallec € R.

o Summenregel: (f(z) + g(z)) = f'(z) + ¢' ().

* Produktregel: (f(z)g(z))" = f'(z)g(z) + f(z)g' (x).

! U ’
* Quotientenregel: (M> = 7]‘ ©)sle) felg'()

9(z) g(z)?
* Kettenregel: (f(g( ) = f’gg( z))g ( )-
o Umkehrregel =L = , =f
mkehrregel (1 (3)' = 75 = 5oy = fla) o = £ (w).
* Regel von L'Hospital: Wenn zwei Funktionen f(z) und g(z) fiir ¢ — x¢ beide gegen 0 oder £=co konvergieren und 1@ — ce Rfur

g'(z)
f(=)

T — xp gilt, dann gilt auch ——= el

— c furx — x.

Ableitungen und Stammfunktionen einiger Funktionen
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Stammfunktion F(x) Funktion f(x) Ableitung f'(x)

azr a 0

aTzQ + bz ar+b a

% " (n € N) nz" !

% z" (reR) rz’ !

a0m+a12 -+ nn: ag + a1z + -+ + apzlay + 2a0z + - - - + na,z”t

) b (b > 0) In(b)b®

e’ e’ e’

zln(z) —z In(z) 1/z

— cos(z) in(z) cos(z)

sin(z) cos(z) —sin(z)
Hohere Ableitungen
Wenn f'(z) in z differenzierbar ist, dann heiBt

£@ = 10w = IO (payy

zweite Ableitung von f an der Stelle z. Rekursiv wird die n-te Ableitung von f an der Stelle z firn > 3 durch £ (z) = (f*~V(z))’
definiert, wenn f("_l)(:v) an der Stelle z differenzierbar ist.
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1.5. Taylorpolynom, Taylorentwicklung

Taylorpolynom mit Restglied

Die Funktion f(z) sei in ¢y n-mal differenzierbar. Dann heiBt

f"(zo) Ft
2

Po(f,2) = f(xo) + f'(z0)(z — @0) + (z — @)+ + o @ z0)”

Taylorpolynom von f(z) an der Stelle 2. Der Term R, (f, z) = |f(z) — P, (f, z)| wird Restglied genannt und stellt den
Approximationsfehler dar.

Fir z-Werte mit |z — x| < ¢, ¢ > 0, gilt

Cn-%—l
————  max
(n + 1)' telzo—c,mo+c|

A

R (f,2) = [f(z) = Pu(f,2)| < @),

wenn f (n+1)-mal differenzierbar ist.

Taylorreihe
Sei f : (a.b) — R eine Funktion, die fir alle  mit |z — zg| < R (R > 0) durch eine Potenzreihe

o0

@)=Y ar(z —z0)*
k=0
FAMCD)
darstellbar ist. Dann heiBt diese Potenzreihe Taylorreihe von f mit Entwicklungspunkt z, und es gilt a;, = R
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1.6. Integration

Sei f : [a,b] — R eine Funktionund a = xg < ... < x, = b eine Partition von [a, b]. Mit } € (z;_1, ;] ist durch
n
R,(f) = Z @) (zi —2i1)
i=1

die Riemann-Summe von f(z) zu den Stitzstellen 23, . . ., 2}, definiert. Die Obersumme erhélt man, in dem man die z} jeweils als Maximum
der Funktion f(z) auf dem Intervall (2;_y, ;] wahlt, die Untersumme ergibt sich, wenn die z} jeweils als Minimum der Funktion f(z) auf dem
Intervall (z;_1, z;] gewahlt werden.

Die Funktion f heiBt (Riemann-) integrierbar auf [a, b], wenn Obersumme und Untersumme fir max;—1, . |#;-1 — ;| — 0, n — o0, gegen
den gleichen Wert I konvergieren. Das (Riemann-) Integral ist dann definiert durch

/ab f(z)dz = I.

Insbesondere ist jede (stiickweise) stetige Funktion f : [a, b] — R integrierbar.
Rechenregeln:
f,9: D — R seien integrierbare Funktionen, a,b € D und c € R.

(1) Konstante Funktionen des Integranden kénnen vor das Integral gezogen werden:

/abcf(w)dxzc/abf(m)d:c

(2) Linearitat: Es gilt:

/ab(f(a:) +9(z)) de = /abf(a:) dz + /abg(m) da

(3) Regel (1) und (2) liefern: Sind ¢, d Konstanten, so gilt:

/ab(Cf(ac) +dg(z)) dz = c/ab f(z)de + d/abg(x) dz

(4) Fur jedes ¢ mita < ¢ < b gilt:

/abf(x)dz:/acf(m)da:+/£bf(a:)dx

(Die Flachen addieren sich).

(5) Fiir f(z) < g(x) fir alle z € [a, b], dann folgt:

/abf(w)dm < /abg(a:)d:r

(6) Ist f(z) beschrénkt auf [a, b], d.h. es gilt fur eine Konstante K

|f(z)] < K, fir alle z € [a, b],

dann folgt:
b
/ H(z)da| < K(b— a)
(7) Es gilt
b a
de = — d.
| terde == [ ) ds
Stammfunktionen

Eine Funktion F'(z) heiBt Stammfunktion von f(z) auf [a, b], wenn fiir alle z € [a, b] gilt, dass F'(z) = f(z).

e Wenn F(z) eine Stammfunktion von f(x) ist, dann ist auch F((z) 4 ¢ mit ¢ € R eine Stammfunktion von f(z).
o F(z) = [” f(t)dt ist eine Stammfunktion von f(z).
o Ist F'(z) eine Stammfunktion von f(z), dann gilt
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b
/ f(2)dz = F(z)|’ = F(b) - F(a).

Integrationsregeln

e Partielle Integration:
b b
| 1'@st@)de = 1@a@): - [ @)@

o Substitutionsregel:

b g(b)
/ o) (@)de = / Fw)dy, v = g(a).
a g(a)

Uneigentliches Integral
Seib € RU {oo}und f: [a,b] — R auf jedem Teilintervall [a, c] C [a, b) integrierbar. Wenn der Grenzwert

I= li%?/a f(z)dz

exisiert (oder =00 ist), ist f(z) (uneigentlich) integrierbar auf [a,b) und I = fab f(z)dx heiBt (uneigentliches) Integral von f. Analog
definiert man fiira € RU {—o0}

/ f(z)de =lim [ f(z)dz.

cla J.
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1.7. Vektoren

Ein Spaltenvektor hat die Form

T1

X = , Tly..., Ty € R,

Zn
ein Zeilenvektor ist durch (1, . .., z,) gegeben. Ist x ein Spaltenvektor, dann bezeichnet x' = x*
Zeilenvektor und heiBt transponierter Vektor von x. Analog ist fiir einen Zeilenvektor (21, . . ., ;) der transponierte Vektor durch
(z1,...,2,)" definiert. Alle (Spalten-) Vektoren x mit n Eintrdgen bilden den n-dimensionalen Vektorraum R™.

Spezielle Vektoren

*0=0,=(0,...,0) €R heit Nullvektor.
¢ Der Vektor e; hat eine 1 im ¢-ten Eintrag und sonst Nullen, und heifBt ¢-ter Einheitsvektor;

1 0 0

1 0

er=101|, ea=|0], -+, e, =
: 0

0 0 1

Rechenregeln

Vektoraddition: Zwei n-dimensionale Vektoren x und y werden koordinatenweise addiert:

1+
X+y=
Tn + Yn

Skalare Multiplikation: Ein Skalar, d.h. eine Zahl ¢ € R, wird koordinatenweise mit einem Vektor x multipliziert:

CX1
cx =
cry,
Fiir Skalare ¢, d € R und Vektoren x,y,z € R" gilt:
1L.x+y)+z=x+(y+2)
2.e(x+y)=cx+cy.
3. (c+d)x=cx+dx
Lineare Unabhangigkeit
Fiir Vektoren x1, . ..,x; € R™ und Skalare c1,...,c; € R heiBt

C1X1 + -+ CeXp

Linearkombination von xy, . . ., Xy. Ein Vektor y € R" ist linear kombinierbar aus den Vektoren x, . . ., X§, wenn es Skalare ¢y,

gibt, sodass
y =caxy + -+ cpXg.
Die Vektoren X, ..., X; € R™ heiBen linear unabhingig, wenn
0=cix; + -+ cpXp

nur firc; = ... = ¢ = 0 gilt, sonst heiBen die Vektoren linear abhéngig.

Skalarprodukt

Das Skalarprodukt zweier Vektoren x = (z1,...,2,) undy = (y1,...,Yn) ist durch die Zahl
n
Xy = o
=1
gegeben.

Rechenregeln
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= (@1,...,2y,) den gleichen Vektor als

...,CkER
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Fiir Vektoren x,y,z € R" und ¢ € R gilt:

1xx=Y", =

2.xXy =y'x.
3.(x+y)z=xz+y'z
4. (ex)y =cx'y =x/(cy).

Zwei Vektoren x und y mit X'y = 0 heiBen orthogonal (senkrecht) zueinander.

Norm
Die (euklidische) Norm des Vektors x € R ist gegeben durch

/] = V.

Der Vektor x ist normiert, wenn ||x|| = 1.

Rechenregeln

Fur Vektoren x,y € R" und ¢ € R gilt:
1. ||x|| = 0 genau dann, wenn x = 0.
2. [[x +yll < |lx[[ + [yl
3. [[ex|| = eflx]|.

4. Jeder Vektor x # 0 kann normiert werden: x* = H—z” hat Norm 1.

5. Cauchy-Schwarz-Ungleichung: [x"y| < ||x]| - [|y]]-

Jede Abbildung, || - || : R™ — R, die die Rechenregeln 1. - 3. erfillt, heiBt Norm.

Winkel

Der Winkel zwischen zwei Vektoren x,y € R" ist gegeben durch

(x,y)zarccos( * Y )

x| [lyll

Satz des Pythagoras
Fiir zwei orthogonale Vektoren x,y € R” gilt ||x + y||* = ||x||* + ||y||*
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1.8. Matrizen

Eine (m x m)-Matrix ist eine Anordnung von m - n Zahlen a; €R,i=1,...,m,j=1,...,n,der Form
apip a2 -t Qip
Gz1 Q2 ccc Q2p
A = (aij)ij =
Am1 Am2  *° Amp

(m, n) heiBt Dimension der Matrix.

Spezielle Matrizen

1. Die Matrix 0 = 0,5, deren Eintrage alle Null sind, heift Nullmatrix.
2. Eine (n x m)-Matrix mit a;; = 0 fur alle ¢ # j heiBt Diagonalmatrix.
3. Die Diagonalmatrix I = I,,,, = diag(1, ..., 1), deren Diagonaleintrage alle 1 sind, heiBt Einheitsmatrix.

Rechenregeln
Matrixaddition: Die Matrix C = A + B ergibt sich aus zwei Matrizen A und B mit gleicher Dimension durch ¢;; = a;; + b;;.

Skalare Multiplikation: Ein Skalar ¢ € R wird mit einer Matrix A elementweise multipliziert: cA. = (caij); ;.
Fiir Matrizen A, B, C gleicher Dimension und Skalare ¢, d € R gilt:

.(A+B)+C=A+(B+C).
2.¢(A+B)=cA+cB.
3.(c+ d)A = cA + dA.

Matrix-Vektor-/Matrix-Multiplikation

Sei A eine (m x n)-Matrix. Dann werden mit (ay, .. ., a,,) die Zeilen und mit (aV), ..., a(™) die Spalten von A bezeichnet.

Matrix-Vektor-Multiplikation

Sei A = (aj5);,; eine (m x n)-Matrix und x ein n-dimensionaler Vektor. Dann ist die Multiplikation von A mit x definiert durch
ajx
y = Ax = )
al,x

wobei a}x das Skalarprodukt der i-ten Zeile von A mit x ist.

Rechenregeln
Fur (m x n)-Matrizen A, B, Vektoren x,y € R™ und ¢ € R gilt:

1. (A +B)x = Ax+ Bx.
2.A(x+y)=Ax+ Ay.
3. A(c- x) = ¢+ Ax (Linearitdt von x — AXx).

Matrizenmultiplikation

Sei A eine (m X n)-Matrix und B eine (n x r)-Matrix. Dann ist das Produkt von A und B definiert durch die (m x r)-Matrix
C=AB= (Cij)i,j S Rmxr7

wobei

n
cij = E a; by j
=

das Skalarprodukt der i-ten Zeile von A mit der j-ten Spalte von B ist.

Zwei Matrizen heiBen multiplikations-kompatibel, wenn die Spaltenzahl von A und die Zeilenzahl von B (bereinstimmen, dann kann das
Produkt AB gebildet werden. Daraus folgt aber nicht, dass auch das Produkt BA exisiert!

Rechenregeln
Fiir Matrizen A, B, C, einen Vektor x € R" und ¢ € R, gilt, sofern die Matrixprodukte gebildet werden kénnen:

1.(A+B)C = AC +BC.

25.04.2023, 12:51

https://moodle.rwth-aachen.de/mod/book/tool/print/index.php?id=1286015



Formelsammlung zur Einfiihrung in die angewandte Stochastik https://moodle.rwth-aachen.de/mod/book/tool/print/index.php?id=1286015

2.A(Bx) = (AB)x.
3.A(BC) =(AB)C.
4. In der Regel gilt: AB # BA (selbst wenn beide Produkte existieren).

Rang

Der Zeilenrang einer Matrix ist die maximale Anzahl linear unabhéngiger Zeilenvektoren der Matrix, analog dazu ist der Spaltenrang einer Matrix
als die maximale Anzahl linear unabhéngiger Spaltenvektoren der Matrix definiert. Da Zeilen- und Spaltenrang bei jeder Matrix Gbereinstimmen,
spricht man meistens nur vom Rang rg(A) der Matrix A..

Determinanten

Die Determinante einer (2 x 2)-Matrix
ail @
as (o)
a1 a2
ist gegeben durch
det(A) = ajjas — arpa;.

Die Determinante einer (3 x 3)-Matrix

ail a2 aig
A= an axp ax

aszy agz2 ass

ist gegeben durch

Q. a Q a: a a
det(A) = ajidet ( 2 23) — ajadet ( 2 23) + azdet ( 2 22) .
asz 433 asz  ass a1 as

Allgemein ist die Determinante (entwickelt nach der ¢-ten Zeile) einer n x n-Matrix A gegeben durch

n
det(A) = Z (—1)"a;;det(Ay;),
j=1
wobei sich A;; durch Streichen der i-ten Zeile und der j-ten Spalte ergibt. Insbesondere ist
det(A) = andet(An) — (112d€t(A12) R (—1)"+1det(A1n).
Rechenregeln

Fr multiplikations-kompatible Matrizen A, B und ¢ € R gilt:

1. Das Vertauschen zweier Zeilen oder Spalten d@ndert das Vorzeichen der Determinante.

2. det(AB) = det(A)det(B).

3. det(cA) = c"det(A).

4. det(A) = det(A’).

5.det(A) = 0 genau dann, wenn rg(A) < n.

6. det(A) # 0 genau dann, wenn die Zeilen (Spalten) von A linear unabhéngig sind.
7. Die Determinante ist in jeder Zeile bzw. Spalte linear.
8. Haben alle Elemente unterhalb der Hauptdiagonalen den Wert 0, dann gilt

det(A) = ajrag ... aup-

Wegen Regel 4 kann man auch nach der j-ten Spalte entwickeln:

det(A) =Y (—1)"a;;det(Ay;).
i=1

Generell enwtickelt man nach derjenigen Zeile oder Spalte, die die meisten Nullen enthalt.

Inverse Matrix

Sei A eine (n X m)-Matrix. Dann heiBt eine Matrix B mit

AB=BA=1I
inverse Matrix von A und wird mit A~ bezeichnet. Die Matrix A heiBt dann invertierbar.
Eine Matrix A ist genau dann invertierbar, wenn det(A) # 0.

Fur eine invertierbare (n x n)-Matrix A und ¢ € R" gilt:
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1.1st AB = I oder BA = I, dannfolgt B = A L.

2.(AHY =@

3.(cA) P =1A"

4.1st A symmetrisch (d.h. A = A'), dann ist auch A% symmetrisch.
5. Mit A und B sind auch AB und BA invertierbar, wobei

(AB) !=B'A!, (BA)'=A"'B L
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1.9. Lineare Gleichungssysteme

Sei A eine (m X n)-Matrix und b € R™. Gesucht werde ein Vektor x € R", sodass
Ax =b.
Dies wird als Lineares Gleichungssystem (LGS) mit m Gleichungen und n Unbekannten bezeichnet. Hierbei sind:

a;n e Qi T by
A= : : , X = : , b=
am1 o Qmp Ty, bm

Das LGS lautet in ausfihrlicher Form:

aj1ry + - 4 az, = by

am1m1+"'+amn:bm

e Das LGS ist genau lésbar, wenn die rechte Seite b durch die Spalten der Koeffizientenmatrix A kombiniert werden kann. Die Koeffizienten der
Linearkombinationen sind dann eine Lésung. D.h.: Das LGS ist genau dann I&sbar, wenn die rechte Seite im Spaltenraum von A liegt.

o Das LGS Ax = b besitzt genau dann eine Lésung, wenn rg(A) = rg(A|b).

o Ist A eine (n X n)-Matrix, dann hat das LGS Ax = b genau dann eine Lsung, wenn det(A) # 0.

e Ist A eine regulére (d.h. invertierbare) Matrix und ist die inverse Matrix A bekannt, so ist der eindeutig Losungsvektor durch

x=A"b
gegeben.
GauB-Verfahren
Bringe die erweiterte Koeffizientenmatrix (A |b) durch (ggf. mehrmaliges)

1. Vertauschen von Zeilen,
2. Addition eines Vielfachen einer Zeile mit einer anderen Zeile,
3. Multiplikation einer Zeile mit einer Zahl ¢ # 0

in die Gestalt

(5 <)

wobei T € R¥™ in Treppenform ist. Wenn e nicht der Nullvektor ist, dann besitzt das LGS keine Lésung. Der Rang der Matrix ist k.

T habe in den Spalten mit Indizes s1, . . ., s, Stufen, dann kénnen diese Gleichungen nach den Variablen x,, . . ., 5, aufgelost werden.
Die iibrigen Variablen z; mit j & {s1,. .., s} sind freie Parameter. Lse die k-te Zeile des obigen Schemas nach z,, auf:
o dy, tka3k+l dy; z
Sy — - s T ne
g tk,sk tk,sk k tk,sk
Dann ist g, eine Funktion der freien Variablen x,_, ..., Ty, die beliebig gewahlt werden kénnen. Lése dann schrittweise nach den Variablen
Ty .-, Ls auf.

GauB-Verfahren fiir mehrere rechte Seiten

Sind mehrere lineare Gleichungssysteme zu 16sen, bei denen sich jeweils nur die rechte Seite unterscheidet, die Koeffizientenmatrix jedoch stets
dieselbe ist, so geht man folgendermaBen vor:

1. Ergédnze A um die rechten Seiten by, ..., b,.
2. Fihre das GauB-Verfahren wie gewohnt durch, bis Treppengestalt erreicht ist bzw. links die Einheitsmatrix erscheint.
3. Berechne die r Losungen durch Riickwértseinsetzen bzw. lese die Lésung nun ab.

(Aby...b,) = (Ix; - x,)

Berechnung der inversen Matrix

Die inverse Matrix einer reguléren n X n-Matrix A kann mit dem GauB-Verfahren so berechnet werden:

1. Ergédnze A um die Einheitsmatrix I, also die rechten Seiten ey, ..., €.
2. Fuhre das GauB-Verfahren durch, bis links die Einheitsmatrix erscheint.
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3. Rechts steht nun die inverse Matrix A ™.
(Ale;...e,) = (A]T) = (I|A™)
Cramersche Regel
Wenn A invertierbar ist, dann ist die i-te Koordinate der eindeutigen Lésung x des LGS Ax = b gegeben durch

det(a®, ..., al=b b al+th . . a)
= det(A)

Hierbei bezeichnet
(@",...,a " b,at . al)

diejenige Matrix, die man durch Ersetzen der i-ten Spalte von A durch die Spalte b erhélt.
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1.10. Differenzengleichungen, Eigenwert, Eigenvektor

Homogene lineare Differenzengleichungen @, 1 = (1 — p)a, +d, n > 0.q = 1 — p, d: Strukturparameter z,+1 = f(z,), f(z) = gz + d =*
ist ein Gleichgewicht, wenn f(z*) = z*. Es gilt

d
w*:f(a:*)@w*:qm*—l—d@:c*:l—.

—q
Losungsfolge
T =qrg+d
z2 = q(qzo +d) +d = g’zo + ¢'d + ¢°d
uUsw.
n—1 ) 1— qn
aznzq"a:0+d2q’=q"azo+d , n=0,1,...

iz0 l1-gq

Asymptotisches Verhalten
. d .
limz, =-—— =z fir|g| <1
n—o0o 1— q
lim @, = oo fir g > 1.
n—ro0
Systeme linearer Entwicklungsmodelle 2 und y seien zwei Variablen an Zeitpunkten ¢y, ta, . . . Weiter sei &, = x(t,) der Wert von & am Ende der
n-ten Periode (t,—1,t,] und y, = y(t,) der Wert von y am Ende der n-ten Periode (t,-1, ). (Zn, yn) heiBt Zustand des Systems zur Zeit ,,
und
Z, = (w”) c R?
Yn
Zustandsvektor. Es sei z,,1 = Az, + b firn = 1,2,... Ein Zustandsvektor z* heiBt Gleichgewichtsvektor, wenn
z* = Az" + b.
Auflésen nach z* ergibt
(I—-A)z" =D,

d.h. z* ist Lésung des Gleichungssystems (I — A)x = b. Ist (I — A) invertierbar, dannistz* = (I — A) b = —(A — I) 'b. Losungsfolge
Homogener Fall: z,+1 = Az, (b = 0). Sei

Z, = cvA".
Dann ist Az, = A(cvA") = cA"Av und z,.; = cvA"H!. Gleichsetzen fiihrt auf Av = Av. Gilt fiir einen Vektor v # 0 und eine Zahl A € R
Av = )v,

dann heiBt v Eigenvektor und A Eigenwert von A. Av = Av & (A — MI)v = 0 = det(A — AI) = 0. Mit diesem X erhlt man ein lineares

Polynom in A
Gleichungssystem, das auf v fihrt.
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1.11. Funktionen mit mehreren Variablen

Eine Zuordnung f : D — R mit D C R", die jedem Punkt x = (@1, ...,2,) € D genau einen Werty = f(z1,...,z,) € R zuordnet, wird
Funktion von z1, ..., z, genannt. 1, ..., z, heiBen (unabhingige, exogene, Argument-) Variablen aus dem Definitionsbereich D. Die
Menge W = {f(x) : x € D} heiBt Wertebereich, deren Elemente y = f(z1,...,,) auch als endogene Variablen bezeichnet werden.

Konvergenz von Punktfolgen

Eine Folge (X )ken, Xk = (Zk,, - - -, &k, ) konvergiert gegen x = (z1, ..., T, ), wenn alle n Koordinatenfolgen gegen die entsprechenden
Koordinaten von x konvergieren, d.h.

Thy — Ty .., Tk, —> Tp, k —> 00.
Stetigkeit
Eine Funktion f(x),x € D, heiBt stetig im Punkt a, wenn fir alle Folgen (x;)x mit x; — a folgt, dass
f(xx) — f(a),k — oo.
[ ist stetig, wenn f(x) in jedem Punkt a stetig ist.

Wie auch im eindimensionalen Fall sind alle Polynome in n Variablen stetig, sowie alle Summen, Differenzen, Produkte und Divisionen (ohne
Nullstellen der Funktion im Nenner) stetiger Funktionen. Auch die Verkettung f(g1(x), - - . , gn (X)) von stetigen Funktionen f, g1 (%), - - . , gn (%)
ist stetig.

Partielle Differenzierbarkeit

Fur eine Funktion f(x) = f(z1,..., ) ist die (i-te) partielle Ableitung nach x; im Punkt x definiert durch
05x) . flx+he) — f(x)
— " = lim
ox; h—0 h

wenn der Grenzwert (in R) exisiert. f heiBt partiell differenzierbar (im Punkt x), wenn alle n partiellen Ableitungen (im Punkt x) existieren. f
heiBt stetig partiell differenzierbar, wenn alle n partiellen Ableitungen stetig sind.

Der Vektor der n partiellen Ableitungen

gradf(x) =

wird als Gradient von f(x) bezeichnet.

Mehrmaliges Ableiten

Wenn die Funktion W

9* (@1, n)
Oxjx;

partiell differenzierbar nach z; ist, dann wird die resultierende partielle Ableitung zweiter Ordnung mit

(@, an)

5 notiert, falls sie existiert.
a;ik. . .azzl

bezeichnet. Analog wird die partielle Abeitung k-ter Ordnung mit

Ist f zweimal stetig differenzierbar im Punkt x, dann wird die symmtrische (n x n)-Matrix

100 = (5,

Hesse-Matrix von f(x) an der Stelle x genannt.

Vertauschbarkeitsregel

2
Wenn alle partiellen Ableitungen 2. Ordnung ZL(E)X) der Funktion f existieren und stetig sind, dann gilt
z; 0z
Pfx) 0 (9fx)\ 0 (9fx)\ 0f(x)
8:ci6mj N 3.’1)1 BCC]' B 8.’1Jj 3$Z B 8:1:]83:, ’

Kettenregel
Fur differenzierbare Funktionen f(z1,...,%n), g1(t),- .., gn(t) gilt
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g, (¢)
ot

WO _ (geaa a0, ... 006

99, (t)
ot

Lineare und quadratische Approximation

Fur eine Funktion f(x) von n Variablen ist die lineare Approximation im Punkt xo gegeben durch
f(x) = f(xo) + (gradf(x0))’(x — xo).

Fir eine Funktion f(x) ist eine quadratische Approximation in Xy gegeben durch

Q(x) = f(xo) + (grad f(x0))' (x — x0) + %(x — %) H(x0) (x — %0)-
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1.12. Optimierung von Funktionen

Optimierung von Funktionen mit einer Variablen

Lokale und globale Extrema

Eine Funktion f : (a,b) — R besitzt im Punkt 2y € (a,b) ein lokales Minimum, wenn es ein ¢ > 0 gibt, sodass

f(zo) < f(2) firalle z mit |z — zo| < c.

x ist ein globales Minimum, wenn f(zo) < f(z) firalle z € (a,b). Der Punkt zy € (a, b) ist ein lokales Maximum, wenn es ein ¢ > 0 gibt,
sodass

f(zg) > f(z) fir alle z mit |z — z¢| < c.

f hatin zq ein globales Maximum, wenn f(zo) > f(z) firalle z € (a,b).

Notwendiges Kriterium

Wenn z € (a,b) ein lokales Extremum ist, dann gilt f'(zg) = 0. Ein Punkt & mit f'(z) = 0 heiBt stationérer Punkt.

Hinreichendes Kriterium 1. Ordnung

Sei zy € (a,b) ein stationdrer Punkt von f(z). Wechselt das Vorzeichen von f/(z) in g ..

1.

..von — nach +, dann ist zg ein lokales Minimum.

2...von -+ nach —, dann ist x( ein lokales Maximum.

Hinreichendes Kriterium 2. Ordnung

Sei zy € (a,b) ein stationdrer Punkt von f(z).

1.

Ist f"(zo) > 0, dann ist 2 ein lokales Minimum.

2.1st f"(xo) < 0, dann ist g ein lokales Maximum.

Eine Funktion f(z) ist konvex auf (a, b), wenn alle Verbindungsstrecken von zwei Punkten auf dem Graphen mit zz-Koordinaten in (a, b) oberhalt
des Graphen verlaufen. Verlaufen diese immer unterhalb des Graphen, nennt man f(z) konkav.

Die Funktion f(z) sei zweimal differenzierbar. Gilt f”(x) > 0 fir alle € (a,b), dann ist f(z) in (a, b) konvex. Gilt f"(z) < 0 fur alle
z € (a,b), dannist f(z) in (a,b) konkav.

Optimierung von Funktionen mit mehreren Variablen

Sei f: D — R, D C R", eine Funktion. Ein Punkt x heiBt lokales Minimum von f, wenn es ein ¢ > 0 gibt, sodass f(xg) < f(x) fur alle x
mit ||x — xg|| < c. Ist der Punkt X ein lokales Minimum der Funktion — f(x), dann heiBt x( lokales Maximum von f. In beiden Fallen wird xg
lokales Extremum von f genannt.

Ein Punkt x € R™ mit grad f(x) = 0 heiBt stationérer Punkt.

Ein Punkt Xg € D heiBt innerer Punkt der Menge D, wenn ein ¢ > 0 existiert, sodass alle Punkte x mit ||x — X¢|| < ¢ auch in der Menge D
liegen.

Notwendiges und hinreichendes Kriterium fiir ein Extremum

Wenn x¢ € D ein innerer Punkt von D und ein lokales Extremum der Funktion f : D — R ist, dann gilt grad f(x¢) = 0.

Eine symmetrische (n X n)-Matrix A heiBt positiv definit, wenn x’ Ax > 0 fir alle x # 0. Gilt nur x’ Ax > 0 fur alle x # 0, dann nennt man
A positiv semidefinit. Wenn — A positiv (semi-)definit ist, dann heiBt A negativ (semi-)definit. Ist A weder positiv noch negativ definit, nennt
man A indefinit.

Wie Uberprift man eine gegebene Matrix?

1.

. Eine (2 x 2)-Matrix A = <a

Eine (n x m)-Matrix A ist genau dann positiv definit, wenn alle Determinanten det(A;) der Teilmatrizen A, die aus den ersten ¢ Zeilen
und Spalten bestehen, positiv sind.

b
d) ist insbesondere genau dann positiv definit, wenn @ > 0 und det(A) = ad — bc > 0 gilt.
c

. Eine (n X n)-Matrix A ist genau dann negativ definit, wenn fiir alle Teilmatrizen die Determinanten mit alternierenden Vorzeichen positiv

sind, d.h. wenn (—1)’det(A;) > 0. Also wenn det(A;) < 0 und det(As) > 0 und det(A3) < 0 usw.

.Gilt det(A;) > 0firi =1,...,n — 1 und det(A4) = 0, dann ist eine (n x m)-Matrix A positiv semidefinit.
.Gilt (—=1)*det(4;) > 0furi =1,...,n — 1 und det(A) = 0, dann ist eine (n x n)-Matrix A negativ semidefinit.
. Gilt zwar det(A) # 0 aber weder 1. noch 3. gelten, dann ist die Matrix indefinit.
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Sei f : D — R zweimal stetig differenzierbar und xq ein stationarer Punkt, der innerer Punkt von D ist. Dann gilt:

1. X ist ein lokales Minimum, wenn H¢(xq) positiv definit ist.

2. xq ist ein lokales Maximum, wenn H (%) negativ definit ist. (Man priife die negative Matrix —H (x¢) auf positive Definitheit.)

3. X ist ein Sattelpunkt, wenn H(x) indefinit ist.

Optimierung unter Nebenbedingungen

In einem restringierten Optimierungsproblem sollen die Extrema einer Funktion f : D — R, D C R", unter den m Nebenbedingungen

91(x) =0,92(x) = 0,...,gm(x) =0

gefunden werden.

Seien die Funktionen f, g1, ..., gm : D — R stetig differenzierbar und x¢ ein lokales Extremum von f(x) unter den Nebenbedingungen

gi(x) = 0,4 =1,...,m. Weiter habe die (m X n)-Jakobi-Matrix

g, (o) . g, (xo)
oz,
g'(xo) : :
99, (x0)  99u(x0)
oz,
der partiellen Ableitungen der g; nach z1, ..., , vollen Rang m. Dann existieren eindeutige Zahlen A1, ..., A, € R, sodass fir die Funktion
F:D—R,
m
F(X, AL Am) = £(X) + Y igi(x)
i=1
gilt, dass

gradF(xg, A1, ..., Ap) = gradf(xo) + Z Aigradg; (xo) = 0.

i=1

Die Funktion F' heift Lagrange-Funktion und die \; Lagrange-Multiplikatoren.

Satz (Lagrange): Die Zielfunktion f(z,y), (z,y) € D C R?, und g(z,y) seien stetig differenzierbar. Ist (o, yo) € D eine lokale Extremalstelle

von f(z,y) unter der Restriktion

und gilt

g(z,y) =0

() grad g(zo ) # (3) ,

dann gibt es einen eindeutig bestimmten Lagrange-Multiplikator Ag € R, so dass (xg, yo, Ag) das Gleichungssystem

|Gst.

Untersuchung der stationaren Punkte der Lagrange-Funktion:

Es sei

H({l}, ylAO) =

die Hesse-Matrix der Funktion

(d.h. bei festem )\ ).

Dann gilt:

L(.’E, Y, )‘0)

gradL(mg,yg, ) =0

L(z,y, ) -2 L(z,y, Ao)

dxdy
2

il
ay? L(JI, Y, )‘0)

((I), y) = L((I:,y, )‘O)

1) Ist H(zg, yo|Ao) positiv (negativ) definit, so liegt in (zg, yo) eine lokale Minimalstelle (Maximalstelle) von f(z, y) unter der gegebenen

Restriktion vor.
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2) Ist H(z,y|\o) positiv (negativ) definit fiir alle (z,) € R?, so liegt in (g, o) eine globale Minimalstelle (Maximalstelle) von f(, ) unter
der Restriktion vor.

Die generelle Vorgehensweise bleibt gleich, wenn man Funktionen in n Variablen unter einer Restriktion optimiert.

Optimierung unter mehreren Nebenbedingungen

Der Lagrange-Ansatz kann auch bei Vorliegen von mehreren Nebenbedingungen angewendet werden.
Min/Max. f(z1,...,%,), (z1,...,2,) € D C R", unter den Nebenbedingungen

gl(wl,...,a:n) =0

gm(z1,...,2y) =0

Satz: Die Zielfunktion und die m Funktionen g1, . . ., g, seien auf D C R" definiert und dort stetig differenzierbar. xq sei lokale Extremalstelle
von f(xg) under den Nebenbedingungen

gl(x) :0,...,gm(x) =0

Falls die (m x n) -Jakobi-Matrix (der partiellen Ableitungen aller g; nach allen Variablen ; ),

99:(x0) . 991(x)
Oz Oz,
07 (xo) ) .
Dg(xﬂ) = % = : : ,
Ogn(x0) . 0gu(x0)
Oy Oy,

(In der ¢ -ten Zeile dieser Matrix steht der Gradient von g;(x) an der Stelle xg ).

vollen Rang m besitzt, dann gibt es eindeutig bestimmte Zahlen Ay, ..., A, € R, die Lagrange-Multiplikatoren, so dass gilt:

(+) grad f(xo) +Z)\igi(x0) =0.

i=1

Vorgehensweise:

1. Lagrange-Funktion aufstellen:
m
L(zy,..., 20, A1y, Am) = f(@1,...,20) +Z>\igi(a:1,...,wn)
i=1

2. Stationare Punkte berechnen, d.h. das Gleichungssystem (4) l8sen.
3. Hesse-Matrix H(Z1, ..., Tp, A1y - ., Am) Nnach z1, . .., z, bei festen Lagrange-Multiplikatoren berechnen.

4. Stationdre Punkte einsetzen und Hesse-Matrix auf positive bzw. negative Definitheit prifen.
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1.13. Mehrdimensionale Integration

Sei f : D — R eine (stiickweise) stetige Funktion und (a, b] = (a1,b1] X -+ X (an,by],a = (a1,...,an), b = (b1,...,b,) € R"ein
Intervall.
Das n-dimensionale Integral von f(z1, ..., z,) Gber (a, b] ist:
I= fl@,...,zp)dzy ... day,
(a,b]

Berechnung: Durch sukzessives (schrittweises) Integrieren 'von innen nach auBen':

by by
I:/ </ f(a:l,...,xn)da:n)---dwl.
ay [

Eigenschaft: Die Reihenfolge der Integrationen ist vertauschbar.

/ab (/Cdf(w,y)dy) dr = /Cd </abf(x,y)dm) dy.
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2. Wahrscheinlichkeitsrechnung
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2.1. Grundbegriffe

Ein Zufallsexperiment ist ein zufallsbehafteter Vorgang, dessen Ausgang nicht deterministisch festgelegt ist. Die Menge aller moglichen

https://moodle.rwth-aachen.de/mod/book/tool/print/index.php?id=1286015

Ausgénge eines Zufallsexperiments heiBt Ergebnismenge (Grundmenge) und wird mit {2 bezeichnet. Ein Element w € 2 wird als Ausgang

(Ergebnis, Versuchsausgang) bezeichnet.

Ist Q eine héchstens abzéhlbar unendliche Grundmenge, dann heiBt jede Teilmenge A C ) Ereignis. Die Potenzmenge

Pot(2) = {A|A c Q)

aller Teilmengen von €2 bildet die Menge aller Ereignisse und heiBt in diesem Zusammenhang auch Ereignisalgebra. Das Ereignis A tritt ein,

wenn w € A. Ein Ereignis A mit A = {w} fir ein w € Q wird Elementarereignis genannt.
Die Schnittmenge

ANB={z|r € Aund z € B}
zweier Ereignisse A, B C (2 heiRt UND-Ereignis und die Menge

AUB = {z|z € Aoder z € B}
ODER-Ereignis. Das komplementére Ereignis ist durch

A=A ={zlzcQundz ¢ A} =0\ A

gegeben und entspricht der logischen Negation.

Fiir Ereignisse A1, A, . .. ist

UAk:Alquu---:{weﬂ:weAkfﬁrmind.eink}
k=1

das Ereignis, dass mindestens eines der Ereignisse Ay, eintritt und

D)

Ak:AlﬁA2ﬂ---:{wGQ:wEAkfﬁrallek:1,2,...}

b
I

1

das Ereignis, dass alle Ereignisse Ay, eintreten.

Rechenregeln

1. Distributivgesetzte:
AN(BuC)=(ANB)U(ANC) und AU(BNC)=(AUB)N(AUQ).

2. Regeln von DeMorgan:

(AUB)=ANB und (ANB)=AUB.

Wahrscheinlichkeitsmaf3

Eine Abbildung P, die jedem Ereignis A C £ eine Zahl P(A) zuordnet, ist ein WahrscheinlichkeitsmaB oder eine
Wahrscheinlichkeitsverteilung, wenn die Kolmogorov-Axiome erfiillt sind:

1.0 < P(A) < 1 fir alle Ereignisse A4,
2. Normierung: P(Q) =1,
3. Fur disjunkte Mengen Ay, As, ... gilt

P(A1 UAdyU-- ) = P(Al) + P(Ag) +...= ZP(Ak)
k=1

Rechenregeln
Seien A, B C 2 Ereignisse. Dann gilt:

1. P(A) = 1 — P(A).

2.Fur A C Byilt P(B\ A) = P(B) — P(4).

3.P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B).

4. P(ANB) = P(A) + P(B) — P(AUB).
Laplace-Raum
In einem Laplace-Raum (€2, P) ist die Ergebnismenge © = {wy, ..., wx } endlich und jedes Elementarereignis besitzt dieselbe
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Wahrscheinlichkeit

P(w) = PUw}) = % we Q.

P heiBt auch (diskrete) Gleichverteilung auf .
Regel
In einem Laplace-Raum (€2, P) gilt fir jedes Ereignis A:

P(A) |A|  Anzahl der fiir A giinstigen Fille
T Anzahl aller Fille '

wobei | A| die Kardinalitét, d.h. die Anzahl der Elemente von A bezeichnet.

Chancen

Die Chance 0 = o(A) eines Ereignissen A ist durch den Quotient der Wahrscheinlichkeit p = P(A) von A und der komplementéren

Wahrscheinlichkeit P(A) = 1 — p definiert:

Die logarithmischen Chancen sind gegeben durch
— L
log(o) = log( T p) = log(p) — log(1 — p).

Es gilt:

logo(A) = —logo(A).
Sind A und A gleichwahrscheinlich, dann gilt 0 = 1 und log(o) = 0.

Die Chancen o(A) und o(B) von zwei Ereignissen A und B kénnen durch das Chancenverhiltnis

_o(4) _ P(4)/(1-P(A))

o(B)  P(B)/(1-P(B))

verglichen werden.

Siebformel
Fir Ereignisse Ag,..., A4, C Qgilt
P(AyU---UA,) =Y P(A) =Y P(Aina)+ Y P(4;Na;N A

i=1 i<j i<j<k
F.o..+(1)"PAIN---NA).

Drei Ereignisse

Es gilt:

P(AUBUC)

=P(A)+P(B)+P(C)—P(ANB)—-P(ANC)—P(BNC)+P(ANBNC).

o-Algebra

Eine o-Algebra (Ereignisalgebra) ist ein Mengensystem A C Pot(£2) von Teilmengen von €, fiir das gilt:

1.2 ADec A
2.1st Ain A, dann auch A.
3.Sind Aj, As, ... Mengen aus A, dannist auch [ J;2; 4; in A.

Die Elemente von A heiBen Ereignisse.

Iste C Pot(Q) eine Menge von Teilmengen von €2, dann existiert eine kleinste o-Algebra (), die & umfasst. Dies ist gerade der Schnitt iiber
alle o-Algebren, die € umfassen. € heillt Erzeuger dieser o-Algebra.

Wichtige Fille

1. Q2 = R: Die Borel-o-Algebra (Borelsche Ereignisalgebra) 3 wird durch alle endlichen Intervalle der Form (a, b],a < b, a,b € R, erzeugt.
Die Elemente von B heiBen Borelsche Mengen.
2. = X C R: Hier wahlt man die Ereignisalgebra B(X) = {B N X : b € B}, die auch Spur-co-Algebra heiBt.
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3. Q2 = R™: Als Erzeuger wahlt man die Menge aller Rechtecke
(a>b] = (ahbl] X (a23b2] Xoeee X (ambn]7

wobei @ = (a1, ...,a,), b= (b1,...,b,) € R". Die erzeugte o-Algebra heiBt Borelsche o-Algebra.
4. X C R™: Als o-Algebra wéhlt man alle Mengen der Form B N X, wobei B eine Borelsche Menge des R" ist.

Bedingte Wahrscheinlichkeit
Sind A, B € Q Ereignisse mit P(B) > 0, dann heiBt

P(ANB
p(ap) = PADE)
P(B)
bedingte Wahrscheinlichkeit von A gegeben B.
In einem Laplace-Raum gilt
ANB
P(A|B) = | | .
|B|

Sind A, B € € Ereignisse mit P(B) > 0, dann gilt
P(ANB) = P(A|B)P(B).

Sind 4;, ..., A, Ereignisse mit P(4; N...N A,) > 0, dann gilt

P(A;N...NA,) = P(A)P(A3|A))P(A3]As N Ay) ... P(Ap| A1 N .. N Ay).
Totale Wahrscheinlichkeit
Ist Ay, ..., Ax eine disjunkte Zerlegung von 2, d.h.

Q=A4A,U...UAg, AiﬂAj:@,i#j,

dann gilt
K
P(B) =) P(B|A)P(A).
=1

SinngemaR ist auch K = oo maglich.

Satz von Bayes
Ist Ay, ..., Ak eine disjunkte Zerlegung von Q mit P(A;) > 0 firalles = 1,..., K, dann gilt fiir jedes Ereignis P(B) mit P(B) > 0
P(B|A;)P(A;) P(B|A;)P(Ai)

P(4;|B) = = '
(4i|B) P(B) K P(B|Ay)P(4)

SinngemaR ist auch K = oo maglich.

Mehrstufige Wahrscheinlichkeitsmodelle

Betrachte ein Zufallsexperiment €, das aus n Teilexperimenten €, . . ., £, besteht. Dann definiert die Startverteilung auf 0y,
pw1), wi € Q,
die Wahrscheinlichkeiten von Ereignissen des ersten Teilexperiments. Allgemein sei
p(wjlw, ... wjo1)
die bedingte Wahrscheinlichkeit, dass w; eintritt, wenn zuvor die Ausgénge wy, .. ., w;_1 eingetreten sind. Dann gilt fur w € €2
p(w) = p(wi)p(wa|wr) ... p(wnlwi, - -+, wp1).

Stochastische Unabhiangigkeit
Zwei Ereignisse A und B heiBen (stochastisch) unabhingig, wenn
P(AN B) = P(A)P(B).
Diese Identitat wird Produktsatz genannt. Allgemein ist der Produktsatz fiir k Ereignisse Ay, . .., Ay C 2 erfillt, wenn

P(A1N...NAy) = P(A1)... P(4y).

n Ereignisse A1, ..., A, C § sind (total) stochastisch unabhéngig, wenn der Produktsatz fur jede Teilauswahl 4;,, ..., A;, von k Ereignissen
erfilltist. Ay, ..., Ay heiBen paarweise stochastisch unabhingig, wenn alle Paare A;, A;, i # j, stochastisch unabhangig sind.
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Eigenschaften

Sind Ay,..., A, C Q unabhidngigund By, ..., By, k < n, Ereignisse, von denen jedes B; entweder A; oder 4; ist, dann sind auch
By, ..., By unabhingig.
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2.2. Zufallsvariablen und ihre Verteilung

Eine Zufallsvariable ist eine Abbildung
X: Q= XCR, w— X(w),

einer abzahlbaren Ergebnismenge in die reellen Zahlen. Tritt w € Q ein, dann heiBt = X (w) Realisation. Ist {2 (iberabzahlbar und mit einer
Ergebnisalgebra A versehen, dann missen zusitzlich alle Teilmengen der Form {w € © : X(w) € B}, wobei B eine Borelsche Menge von X ist,
Ereignisse von € sein, d.h.

{weN: X(w) € B} € A fir alle Ereignisse B von X.
Ist die Menge X = {X (w) : w € N} diskret, dann heiBt X diskrete Zufallsvariable.

Eigenschaften
Wenn die Ergebnismenge € diskret ist, dann sind alle Zufallsvariablen X : Q@ — X’ diskret.

Verteilung
Die Verteilung von X ordnet jedem Ereignis A von X die Wahrscheinlichkeit P(X € A) zu und wird mit Px (A) bezeichnet.

Die Verteilungsfunktion von X ist durch die Funktion Fx : R — [0, 1],

Fx(z)=P(X <z), z€R,

gegeben.
Eigenschaften
1. F'x () ist monoton wachend und rechtsstetig.
2. Es gilt
F(—o0) := 21_11 Fx(z) =0, F(o00):= li_>m Fx(z) =1
3. Es gilt:
P(X <z)=F(z—) = li%n F(z).
4. Es gilt:

P(X =z)=F(z)— F(z—).

Jede monoton wachsende und rechtsstetige Funktion F' : R — [0, 1] mit F'(—o0) = 0 und F(00) = 1 heiBt Verteilungsfunktion (auf R) und
besitzt obige Eigenschaften.

Quantilfunktion
Ist F'(z) eine Verteilungsfunktion, dann heiBt die Funktion F~! : [0,1] — R,

F!(p) =min{z € R: F(z) > p}, p€(0,1),
Quantilfunktion von F. Fir ein festes p heiBt F 1 (p) (theoretisches) p-Quantil.
Ist F'(z) stetig und streng monoton steigend, wann ist F'~1(p) die Umkehrfunktion von F(z).

Dichte

Diskrete Zufallsvariablen

Ist X eine diskrete Zufallsvariable mit Werten in X = {1, 2, ...} C R, dann heiBt die Funktion
px(z) =P(X ==z), zckR,
Wahrscheinlichkeitsfunktion oder Zshldichte von X.

Es gilt:

> px(e) = Z px(zi) = 1.

TeX
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Die Verteilung von X wird eindeutig durch die Zahldichte bestimmt. Die Zahldichte wird durch die Punktwahrscheinlichkeiten
pp=PX=ug), i=12,...,

festgelegt: Es gilt px(x;) = p; und px(z) = 0, wenn z &€ X. Wenn X nur endlich viele Werte zy, . . ., z annehmen kann, wird (p1, . . ., pk)

Wahrscheinlichkeitsvektor genannt.

Stetige Zufallsvariablen

Eine Zufallsvariable X ist stetig (verteilt), wenn es eine nicht-negative, integrierbare Funktion fx(z) gibt, sodass fur alle Intervalle (a,b] C R
gilt:

b
Px((a,b]) = Pla< X <b) = / f(z)dz.

fx(x) heiBt Dichtefunktion (kurz: Dichte).
Allgemein heiBt jede Funktion f : R — [0, 00] mit f(z) > 0,2 € R, und [*° f(z)dz = 1 Dichtefunktion.

Dichtetransformation
Seiy = g(x) eine stetig differenzierbare Fuktion, d.h. g : (a,b) — (c, d) mit Umkehrfunktion z = g~ (y) und (g7 1)’ (y) # O firalle y € (c, d).
Dann ist die Dichtefunktion der Zufallsvariablen Y = g(X) gegeben durch

dg(y)

fr(v) =fx(g‘1(y))‘Ty , ye(ed).

Stochastische Unabhidngigkeit

1. Zwei Zufallsvariablen X und Y mit Werten in X bzw. ) sind (stochastisch) unabhingig, wenn fiir alle Ereignisse A C X und fiir alle
Ereignisse B C Y gilt:

P(Xe€ A)Y € B)=P(X € A)P(Y € B).

2. Allgemein heiBen n Zufallsvariablen X1, ..., X, mit Werten in X1, ..., X}, (stochastisch) unabhingig, wenn firr alle Ereignisse
Ay C Xy, ..., A, C X, dieEreignisse {X; € A1 },...,{X, € A,} (total) unabhangig sind. D. h. fiir alle
1,08 € {1,...,n},1 <k < n,gilt

P(le S Aiu"'?Xik € A'Lk) :P(le S Azl)P(sz c A'lk)

Kriterium fiir diskrete Zufallsvariablen

Zwei diskrete Zufallsvariablen X und Y sind stochastisch unabhéngig, wenn die Ereignisse {X = z;} und {Y = y;} fiir alle Realisationen ; von
X und y; von Y stochastisch unabhéngig sind, d.h.

Fir stochastisch unabhangige diskrete Zufallsvariablen gilt

Kriterium fiir stetige Zufallsvariablen

Zwei stetige Zufallsvariablen X und Y sind stochastisch unabhéngig, wenn die Ereignisse {a < X < b} und {¢ < Y < d} fiir alle Intervalle
(a, b] und (¢, d] unabhéngig sind, d.h.

b d b d
Pla<X<bec<Y<b)— / fx(z)da / Fr (y)dy = / / Fx(2) fy () dyd.

Zufallsstichprobe

Eine (einfache) Zufallsstichprobe besteht aus 7 unabhangig und identisch verteilten Zufallsvariablen X, ..., X,,, d.h.

o Xy,..., X, sind stochastisch unabhangig und
e X1,...,X, sindidentisch verteilt:

P(XZEA):P(XleA), i=1,...,n.
Sind die X; nach der Verteilungsfunktion F((z) = Fx(x) verteilt, dann schreibt man
X1, X, K Fa).

Hier steht i.i.d. fir unabhdngig und identisch verteilt (engl.: independent and identically distributed).

Faltung
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Diskrete Faltung
Sind X ~ px(z) und Y ~ py(y) unabhingige Zufallsvariablen, dann ist die Verteilung der Summenvariable Z = X + Y gegeben durch die
diskrete Faltung

P(Z=2)=) px(z—y)pr(v) =Y pr(z— 2)px()

yey zeX
firze Z={z+y:z € X,yec )}

Stetige Faltung
Sind X ~ fx(z) und Y ~ fy(y) unabhéngige stetige Zufallsvariablen, dann ist die Dichte der Summenvariablen Z = X + Y gegeben durch
die stetige Faltung

fa(2) = / " fx(e - o) fr(y)dy = / " fole— o) fx(@)de.
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2.3. Erwartungswert, Varianz, Momente und Entropie

Erwartungswert einer diskreten Zufallsvariblen
Ist X eine diskrete Zufallsvariable mit Werten in X’ und Zahldichte px (), € X, dann ist der Erwartungswert von X definiert durch

E(X) = Zw - px (),

zeX
falls 3, v |z|px () < 0.

Erwartungswert einer stetigen Zufallsvariablen

Ist X ~ fx(z) eine stetige Zufallsvariable, dann heiBt

Erwartungswert von X, sofern [*_ |z|fx(z)dz < oo.

Rechenregeln
Sind X und Y Zufallsvariablen und a, b € R, dann gilt:

1.BE(X+Y)=EX)+E(Y),

2. E(aX +b) =aBE(X) +b,

3.E|X+Y| < E|X|+ E|Y|

4. Jensen-Ungleichung: Ist g(z) konvex, dann gilt E(g(X)) > g(E(X)) und E(g(X)) > g(E(X)), wenn g(x) strikt konvex ist. Ist g(x)
konkav, dann gelten die Ungleichungen mit umgekehrten Ungleicheitszeichen.

Produkteigenschaft
Sind X und Y stochastisch unabhingige Zufallsvariablen, dann gilt fiir alle Funktionen f(z) und g(z)

sofern E| f(X)| < cound E|g(Y)| < co. Insbesondere gilt dann
E(XY) = E(X) - E(Y).

Transformationsformel
Ist X eine Zufallsvariable und g : X — Y eine Funktion mit E|g(X)| < oo, dann gilt fur den Erwartungswert der Zufallsvariablen Y = g(X):

1.Sind X ~ px(z) und Y ~ py(y) diskrete Zufallsvariablen, dann gilt

E(Y) =) g(@)px(z) =Y _ ypy ().

zeX yey

2.Sind X ~ fx(z)undY ~ fy(y) stetige Zufallsvariablen, dann gilt

By - [ " (@) fx(2)dz = / "y (w)dy.

oo —00

Varianz
Ist X eine Zufallsvariable mit E(Xz) < 00, dann heiBt

0% = Var(X) = E((X — E(X))?)

Varianz von X . Der Ausdruck

ox = 4/Var(X)

heiBt Standardabweichung von X.

Varianz und Stichprobenvarianz
Ist X eine diskrete Zufallsvariable mit Werten in X = {@1,...,z,} und P(X = z;) = % furallet =1,...,n, dann gilt
n

B(X) = %Zx and  Var(X) = %Z(mi _ @),

i=1

Verschiebungssatz
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Es gilt Var(X) = E(X?) — (E(X))?.

Rechenregeln

Sind X und Y Zufallsvariablen, deren Varianzen existieren, und a € R, dann gilt:

1. Var(aX) = a?Var(X).
2. Var(X) = E(X?), wenn E(X) = 0.
3. Sind X und Y stochastisch unabhingig, dann gilt

Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y).
Kovarianz
Fir Zufallsvariablen X und Y, deren Varianzen existieren, heiBt
Cov(X,Y) = B(X — px)(¥ — pry)
Kovarianz von X und Y.

Rechenregeln

Sind X,Y und Z Zufallsvariablen mit existierenden Varianzen, dann gilt:

1. Cov
2. Cov
3. Cov
4. Cov

aX,bY) = abCov(X,Y) firallea,b € R.

X,Y) = Cov(Y, X).

X,Y) =0, falls X und Y stochastisch unabhéngig sind.
X+Y,Z)=Cov(X,Z)+ Cov(Y, Z).

—_ A

Unkorreliertheit
Zwei Zufallsvariablen X und Y sind unkorreliert, wenn Cov(X,Y) = 0.

Aus stochastischer Unabhangigkeit folgt Unkorreliertheit, die Umkehrung gilt i. A. nicht.

Korrelationskoeffizient
Sind X und Y Zufallsvariablen mit Varianzen % € (0, 00) und o2 € (0, 00), dann wird
Cov(X,Y
b= p(X,Y) = Cor(X,Y) = SVY)
oxoy

Korrelationskoeffizient von X und Y genannt.

Eigenschaften
Fir Zufallsvariablen X und Y gilt:
1. Cor(X,Y) = Cor(Y, X).
2.-1 < Cor(X,Y) < 1.
3.]|Cor(X,Y)| = 1 gilt genau dann, wenn X und Y linear abhangig sind.

4.Cov(X,Y) = 1 genaudann,wennY = a + bX mitb > 0,a € R.
5.Cov(X,Y) = —1genaudann, wennY = a + bX mitb < 0,a € R.

Cauchy-Schwarz-Ungleichung

Fur Zufallsvariablen X und Y mit Varianzen 0% € (0, 00) und o2 € (0, c0) gilt

|Cov(X,Y)| < ,/Var(X),/Var(Y) = oxoy.

Momente
Ist X eine Zufallsvariable mit E|X|* < 0o und a € R, dann heiBt

Moment k-ter Ordnung von X bzgl. a. Der Ausdruck
mj(a) = E|X — al®, m} = mj(0),
heiBt zentriertes Moment k-ter Ordnung von X bzgl. a. Die Ausdriicke
pe = mi(E(X)) und  pp = mi(B(X))
heiBen zentrales Moment und zentrales absolutes Moment.

Einige Momente

https://moodle.rwth-aachen.de/mod/book/tool/print/index.php?id=1286015
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*my = E(X),

e my = E(X?) und pp = Var(X),

e Das vierte Moment von X* = X:/E((g ist B = B(X*)* = %4)() und heiBt Kurtosis.
ar o

o Ist X ~ N(u,0?),dannist B2 = 3 und y2 = By — 3 heiBt Exzess.

Entropie
Ist X eine diskrete Zufallsvariable mit Werten in X = {1, 9, .. .} und zugehérigen Wahrscheinlichkeiten p; = P(X = x;), dann heiBt

HX) =~ pilogy(p1)
i=1

Entropie von X.

Man setzt 0 - log, (0) = 0.

40 von 93 25.04.2023, 12:51



Formelsammlung zur Einfiihrung in die angewandte Stochastik

41 von 93

2.4. Diskrete Verteilungsmodelle

Bernoulli-Verteilung
Ist

X1, = 1, A tritt ein
T AT 0, A tritt nicht ein.

undp = P(X = 1) bzw.¢ = 1 — p = P(X = 0), dann heiBt X Bernoulli-verteilt mit Parameter p € [0, 1]. Notation: X ~ Ber(p).

o Erwartungswert: E(X) =
o Varianz: Var(X ) = ( D),
e Zihldichte: p(k) = pF(1 —p)* % ke {0,1}.

Binomialverteilung

Firn € Nund k € {0,...,n} ist die Anzahl der Méglichkeiten, aus n Objekten k Objekte ohne Zuriicklegen und ohne Beriicksichtigung der
Reihenfolge auszuwahlen durch den Binomialkoeffizienten

n\ n! n-(n-1)-(n-2)...(n—k+1)
(k)_k!(n—k)!_ E-(k—1)...2-1

gegeben.

Ist
P(Y = k) = (Z)pk(l _p)nika k=0,...,n,

dann heiBt Y binomialverteilt mit Parametern n € N und p € [0, 1]. Notation: Y ~ Bin(n, p).

o Erwartungswert: E( )=

o Varianz: Var(X) = np( -p),
e Zahldichte: p(k) = ()p* (1 —p)" % ke {0,1}.

Fur zwei unabhangige Zufallsvariablen X ~ Bin(nj, p) und Y ~ Bin(ng, p) gilt X + Y ~ Bin(n; + na, p).

Hypergeometrische Verteilung
Eine Zufallsvariable X mit Zahldichte

PX=r)=p = max(0,n — B) <r <min(R,n), mn=r+b,

heiBt hypergeometrisch verteilt.

Geometrische Verteilung

Eine Zufallsvariable T' ist geometrisch verteilt mit Parameter p € (0, 1], wenn
P(T=n)=p1-p)" ', n=12...
W =T — 1 heiBt Wartezeit. Notation: T' ~ Geo(p).

e Erwartungswert: E(T') =

1 _1
5 BEW)=.-1,
e Varianz: Var(T) =

Var(W) = 2.

p2

Negative Binomialverteilung

Ist Sg = 11 + ... + T} die Summe von k unabhéngig und identisch Geo(p)-verteilten Zufallsvariablen, dann ist S;, negativ binomialverteilt
mit

P(Sy =n) = (k— 1>pk(1 —p)"F, m=hktl,.

)
e Varianz: Var(S,) 7

Poisson-Verteilung

Poisson-Grenzwertsatz
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Sind Y, ~ Bin(n,p,),n = 1,2,..., binomialverteilte Zufallsvariablen mit np, — A,n — oo, dann gilt fir festes k:
nll_I)glo P(Y, = k) =pi(k) = e

Eine Zufallsvariable Y mit P(Y = k) = p) (k) heiBt poissonverteilt mit Parameter A. Notation: Y ~ Poi()).

e Erwartungswert: E(Y) = ),

e Varainz: Var(Y) = A,
« Zahidichte:  p(k) = e 2.
Rechenregeln

1.Sind X ~ Poi(A1) und Y ~ Poi(A3) unabhéngig, dannist X + Y ~ Poi(A\; + Ag).
2.Ist X ~ Poi(A) die Anzahl der Ereignisse in [0, 7] und Y die Anzahl der Ereignisse in dem Teilintervall [0, 7 - T'], dann ist Y ~ Poi(r - X).
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2.5. Stetige Verteilungsmodelle

Stetige Gleichverteilung

Eine Zufallsvariable X mit Dichtefunktion

f(z) = - z € [a,b]
0, z ¢ [a,b]
heiBt (stetig) gleichverteilt auf dem Intervall [a, b]. Notation: X ~ Ula, b].
o Erwartungswert:  E(X) = HTG
o Varianz: Var(X) = (b;;l)z,
e Verteilungsfunktion:
0, r<a
F(X) = z_“, z € [a,b] .
1, z>b

Exponentialverteilung
Eine Zufallsvariable Y mit Dichtefunktion

fly) =2, y>0,
heiBt exponentialverteilt mit Parameter A. Notation: Y ~ Exp(}).

o Erwartungswert:  E(Y) =
e Varianz: Var(Y
o Verteilungsfunktion: F(y) =1 —e ™, 3> 0.

Normalverteilung
Ist eine Zufallsvariable normalverteilt mit Parametern y € R und o? € (0, ), dann ist die Dichte gegeben durch
1 (z —p)?
Oluo) () = Wexp (— 52 , T€ER.

Notation: X ~ N (p, o?%). Die Standardnormalverteilung erhalt man mit ;1 = 0 und 0 = 1, man schreibt die Dichte dann meist verkiirzt als
p(z).

o Erwartungswert: E(X) = p,
e Varianz: Var(X) = o2

Fir die Verteilungsfunktion

z
q)(uﬂ.z)(:l:) = /; (p(uygz)(t)dt, z €R,

o]

und die p-Qantile 2, = <I>(:L1 )(p),p € (0, 1), der Normalverteilung gibt es keine explizite Formel.

,02

Eigenschaften

©(x) und ®(z) seien die Dichte und die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung. Dann gilt:

1.

und

sowie

@ () =nt+o®(p), pe(01).

2.Sind X ~ N(p1,0?2) und Y ~ N(uz,03) unabhangig, dann gilt fir a, b € R

25.04.2023, 12:51
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aX +bY ~ N(ap1 + bus, a’o? + b%03)

3.1st X ~ N(u,0?), dann ist

X =

4.Sind X1, ..., X, ~ N(u,0?) unabhingig, dann gilt

_ —y X
X ~ N(p,0*/n) und X = n

X—p

~ N(0,1).

—p

~ N(0,1).

5.1st X* ~ N(0,1), dann gilt u + o X* ~ N(u, %), wenn p € Rund o > 0.

Betaverteilung

Eine Zufallsvariable X ist betaverteilt, wenn sie die Dichte

foa) =

besitzt, wobei

2P (1 —g)at

Bog T

1
B(p,q) = /0 21—, pgel01],

die Betafunktion ist. Notation: X ~ Beta(p, q).

o Erwartungswert: E(X) = %q,
e Varianz: Var(X) = m‘
Gammaverteilung

Eine Zufallsvariable X mit Dichte

heiBt gammaverteilt mit Parametern a > 0 und A > 0. Hierbei ist I'(z) die Gammafunktion. Notation: X ~ I'(a, A).

* Erwartungswert: B(X) = ¢,

o Varianz: Var(X) = %
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2.6. Zufallszahlen

Gemischter linearer Kongruenzoperator

Der gemischte lineare Kongruenzoperator erzeugt Zufallszahlen mit maximaler Periodenlange m, die annéhernd U0, 1]-verteilt sind:
1. Wahle einen Startwert y; € {0,...,m — 1}!
2. Berechne die Folge
y; = (ayi—1 +b) mod m

mita,b € {1,...,m — 1}
3. Gebe y; /m aus!

o Gute Resultate erhalt man firm = 2%°,a = 27 +1 und b = 0.
e Fir kryptografische Zwecke ist diese Methode nicht sicher genug.

Inversionsmethode
Ist U ~ U[0, 1], dann hat die Zufallsvariable X = F~1(U) die Verteilungsfunktion F(z).

Poissonverteilte Zufallszahlen
Sind Y1, ...,Y, ~ Exp(1) unabhingig, dann ist die Zahl X > 0 mit

X+1

X
Yvi<a<dy
i—1 i=1
poissonverteilt mit Erwartungswert A.

Box-Muller-Methode

Sind die beiden Zufallsvariablen Uy und Uz unabhingig und identisch U0, 1]-verteilt, dann sind Z; = 4/—21nU; cos(27Us) und
Zy = y/—21n U sin(27U;) unabhéngig und identisch N (0, 1)-verteilt.
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2.7. Zufallsvektoren

Ist © abzahlbar, dann wird eine Abbildung
X: Q=R we X(w) = (X1(w),...,X,(w)),
Zufallsvektor genannt.

Ist Q (iberabzihlbar und mit einer Ergebnisalgebra A versehen, dann miissen alle X;,7 = 1, ..., n, die folgende Bedingung erfiillen: Alle
Teilmengen der Form {w € Q : X;(w) € B}, wobei B eine Borelsche Menge ist, miissen Ereignisse von  sein.

Verteilung
Fir einen Zufallsvektor X = (X7, ..., X,,) mit Werten in X C R" wird durch
Px(A)=P(X c A)=P((X;,...,X,) € 4)

eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf X definiert, wobei jedem Ereignis A € X’ die Wahrscheinlichkeit zugeordnet wird, dass X in der Menge A
realisiert wird. Px heiBt Verteilung von X.

Sei X = (Xi,...,X,) ein Zufallsvektor mit Werten in X C R". Dann heiBt die Funktion F' : R" — [0, 1],
F(.’I}l,...7.'17n) :P(Xl lea-"vXn < wn)v Lyye-eyTp ER»

Verteilungsfunktion von X.

Eigenschaften
o F(z1,...,z,) istin jedem Argument monoton wachsend.
mli_IgOF(ml,---ﬁCn) =P(X; <z1,..., X1 <z, X1 <@g, X < 2).
lim F(zy,...,2z,) =0, lim  F(z1,...,z,) = 1.
T;——00 L1y gy —>00
Produktverteilung

Wenn Fi(z),. .., F,(x) Verteilungsfunktionen auf R sind, dann ist

F(zy1,...,2zy) = Fi(z1) - Fa(za) - ... - Fp(zy)
eine Verteilungsfunktion auf R"™, deren zugehérige Verteilung Produktverteilung heiBt.
Fur einen Zufallsvektor X = (X1,...,X,) ~ Fi(z1) - Fa(z2) + ...« Fu(zy) gilt

1.X; ~ Fi(z), z € R firallei=1,...,n,
2. X1, ...,X, sind stochastisch unabhangig.

Diskrete Zufallsvektoren

Nimmt ein Zufallsvektor nur Werte in einer diskreten Menge an, dann wird er diskreter Zufallsvektor genannt.

Zahldichte
Die Funktion px : R™ — [0, 1],

px(x) =P(X =z), xcR",
wird (multivariate) Zahldichte (oder Wahrscheinlichkeitsfunktion) von X genannt.

Sind X = {z1, 2, ...} C R" eine diskrete Punktmenge und p1, pa, . . . Zahlen aus dem Intervall [0, 1] mit .7 ; p; = 1, dann erhalt man durch

_ ) pi, T=x
p(m)_{o, eg X

eine Zahldichte p.

Produkt-Zdhldichte
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Sind p1(2), . .., pn(x) Zahldichten auf den Mengen X7, ..., X, dann ist
p(z1, ... 2y) =p(z1) - ... - p(zy)
eine Zahldichte auf X} X ... X X, und heiBt Produkt-Zihldichte.

Ist (X1,...,Xn) ~p(x1) - ... p(x,), dann sind die Koordinaten unabhéngig mit X; ~ p;(z),i =1,...,n.

Rand-Zahldichte
Ist (X,Y) ~ pcx,y) (2, y), dann heiBen

px(z) = Z Pxy) (z,y) und py(y) = Z Pxy) (z,y)
yey zeX

Rand-Zahldichten.

Allgemein erhalt man die Rand-Zahldichte eines Teilvektors durch Summation tiber alle Komponenten, die nicht zum Teilvektor gehoren.

Stetige Zufallsvektoren

Ein Zufallsvektor X = (X7, ..., X, ) ist stetig (verteilt), wenn eine nichtnegative Funktion fx (z1,...,x,) existiert, sodass

'P('X.E (a’vb]):P(al <)(1 Sblyu-:a’n <Xn Sbn)
by, b
=/ fx(z1,...,zp)dzy ... dzy,
an a;

fur alle Intervalle (a,b] C R",a = (a1, ...,a,),b = (by,...,b,) € R", gilt. Notation: X ~ fx.

Dichtefunktion

Eine nicht-negative Funktion f(a:l, ey zn) heiBt (multivariate) Dichtefunktion, wenn

[e'e] [o.9)
/ / F(@1,. .. ea)day ... dz, = 1.
o )

Durch sie ist eine eindeutige Wahrscheinlichkeitsverteilung auf R" definiert.

Randdichte
Ist (X1,...,Xpn) ~ f(z1,...,2y,), dann ist die i-te Randdichte gegeben durch

fXZ(.’L‘i) :/ / f(ilil,...,l‘n)dl‘l...d$i,1dibi+1...d$n.

Allgemein erhalt man die Randdichte eines Teilvektors, indem man die gemeinsame Dichte (iber alle anderen Variablen integriert.

Produktdichte
Sind fi(),. .., fa(z) Dichtefunktionen auf R, dann ist die Produktdichte definiert durch
fl@r, .. @) = fi(zr) ... falzn)-

Ist (X1,...,Xn) ~ fi(@1) - ... fu(zy), dann sind die Koordinaten unabhangig mit X; ~ f;(z;),i =1,...,n.

Bedingte Verteilung

Bedingte Zdhldichte fiir diskrete Zufallsvektoren

Ist (X,Y) ein diskret verteilter Zufallsvektor mit Z&hldichte p(z, y), dann definiert die bedingte Zahldichte
p(z,y)

oy (y)
px(z), yé&{y, 9.}

. ve{y,y,...
pxy(aly) = P(X = 2lY = y) = ye v}

die bedingte Verteilung von X gegeben Y. Notation: X|Y =y ~ pX‘y(a:|y).

Bedingte Dichtefunktion fiir stetige Zufallsvektoren
Sind X und Y stetige Zufallsvektoren mit gemeinsamer Dichtefunktion f(z,y), dann wird
f(z,y)

Farely) = fo) Y@ >0
fx(=),  fr(y) =0

bedingte Dichtefunktion von X gegeben Y = y genannt. Notation: X|Y = y ~ fxy (z]y).

https://moodle.rwth-aachen.de/mod/book/tool/print/index.php?id=1286015
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Faktorisierung
Ist X|Y =y ~ f(z|y), dann gilt fir die gemeinsame Dichtefunktion

fla,y) = f(zly) f(y) = f(ylz) f(2).

Bedingte Erwartung
Ist (X,Y) diskret verteilt mit Z&hldichte p(z, y), dann ist der bedingte Erwartungswert von X gegeben Y = y definiert durch

EX|Y =y) = Z zpxy (z]y).
zeX

Ist (X,Y) ~ fix,y)(x,y) stetig, dann gilt
B(XY =) = [ afur(elyds.

Kritierien fiir stochastische Unabhangigkeit

Sind X und Y diskret verteilt mit gemeinamer Zahldichte px v (z,y), dann sind X und Y genau dann stochastisch unabhéngig, wenn
pxy(zly) = px(z) bzw. pyx(ylz) =py(y) firallez undy.
Sind X und Y stetig verteilt mit gemeinsamer Dichte f(z,y), dann sind X und Y genau dann stochastisch unabhangig, wenn
Ixiy(z) = fx(z) bzw. fyx(y) = fr(y) firallezundy.
Produktkriterium
Ein Zufallsvektor (X, Y) ist genau dann stochastisch unabhingig, wenn
Fxy(z,y) = Fx(z) - Fy(y) firallez,y<cR.

Erwartungswertvektor und Kovarianzmatrix

Erwartungswertvektor

Ist X = (X1,...,X,) ein Zufallsvektor, und existieren die n Erwartungswerte p; = E(X;),i = 1,...,n, dann heiBt
uw=(E(Xy),...,E(X,)) Erwartungswertvektor von X.

Die Rechenregeln fiir den Erwartungswert tbertragen sich auf Erwartungswertvektoren.

Kovarianzmatrix
Ist X = (X1, ...,X,) ein Zufallsvektor, dann heiBt die (n x n)-Matrix Var(X) = (Cov(X;, X;)); ; Kovarianzmatrix von X.
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2.8. Grenzwertsatze

Das Gesetz der groBen Zahlen
Tschebyschow-Ungleichung

Sind X1, ..., X,, unabhangig und identisch verteilte Zufallsvariablen mit Erwartungswert 1 und Varianz o € (0, 00), dann gilt fiir das
arithmetische Mittel X, :

2

P(X, —pl>e)< 7.
ne

Schwaches Gesetz der goBen Zahlen

Sind X1, . .., X,, unabhangig und identisch verteilte Zufallsvariablen mit Erwartungswert & und Varianz o € (0, o), dann gilt fiir jedes & > 0
P(| X, —p|>€) =0, n— oo

Starkes Gesetz der gro3en Zahlen

Sind X1, ..., X, unabhingig und identisch verteilte Zufallsvariablen mit E/|X;| < oo und Erwartungswert i, dann gilt

P(X, — p) = P({w|X,(w) konvergiert gegen pu}) = 1.

Der Hauptsatz der Statistik

Sind X1,..., X, i F(z), dann gilt

p (JEEOT§§{|F,I(:0) — F(z)| = 0> =1

Der zentrale Grenzwertsatz (ZGWS)

Sind X1, ..., X, unabhangig und identisch verteilte Zufallsvariablen mit Erwartungswert ;1 = E(X;) und Varianz 2 € (0, 00), dann gilt
)_(n ~ approz N(H? 02/”)
in dem Sinne, dass die Verteilungsfunktion der standardisierten Version gegen die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung konvergiert:

Xn_:u

Sa:) — ®(z), n— 0.

P(ﬁ

Ist s,, eine Zufallsvariable mit lim,,_,o, P(|s, /0 — 1| > ¢) = 0 fiir alle £ > 0, dann kann man beim ZGWS o durch s,, ersetzen.

Konvergenzbegriffe
Stochastische Konvergenz

Ist X1, X2, . .. eine Folge von Zufallsvariablen und a € R konstant, dann sagt man, (X, )n,ey konvergiert stochastisch gegen a, wenn fiir alle
€ > 0 gilt:

lim P(|X, —a|] >¢)=0.

n—oo
. P
Notation: X,, = a,n — oo.
Die Konstante a kann auch durch eine Zufallsvariable X ersetzt werden.

Fast sichere Konvergenz

Ist X1, X2, ... eine Folge von Zufallsvariablen und a € R eine Konstante, dann sagt man, (X,,),cn konvergiert fast sicher gegen a, wenn

P(X, = a)=P(lim X, =a) =1.

n—0o0

X f-s.
Notation: X,, = a,n — 00.

Die Konstante a kann auch durch eine Zufallsvariable X ersetzt werden.

Konvergenz in Verteilung
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Ist X1, Xo, . .. eine Folge von Zufallsvariablen mit X; ~ F;(z),7 = 1,2, ..., dann sagt man, X,, konvergiert in Verteilung gegen X ~ F(z),
wenn

F,(X) — F(z), n— oo,
d d d
in allen Stetigkeitsstellen = von F(z). Notation: X,, — X, X,, — F oder F,, — F.

Eigenschaften
1. Es gilt

x5x = x,%x = x,%x

P
2. Aus BE(X,, — X)? — 0 furn — oo folgt X,, — X fiirn — oo.
3. Die Umkehrungen gelten i. A. nicht.
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2.9. Mehrdimensionale Verteilungen

Multinomialverteilung
Der Ausdruck

n n!
L1 Tk xl'm'xk'

wird Multinomialkoeffizient gennant und gibt die Anzahl der Moglichkeiten an, eine n-elementige Menge in k Teilmengen mit 1, ...,z
Elementen zu zerlegen.

Auf der Menge
x=A0,...,n} x---x{0,...,n}

wird durch

pr(z1,...,zr) = P((Hy, ..., Hi) = (21,...,2x))

( " )p’l“ coepi, fallszy +.. 4@ =n,21,...,2, >0

= Ty T
0, sonst

die Multinomialverteilung mit Parametern n und p = (py, . . ., px) definiert. Notation: (Hi, . .., Hy) ~ M(n;p1,...,Dk).
Eigenschaften
e« E(H;) =n-pj

e Var(H;) =n-ps(1—pj).
L4 COV(H],H]') = -—n- Hl . Hj.

Multivariate Normalverteilung
Multivariate Standardnormalverteilung

Seien X1, ..., X, unabhingig und identisch standardnormalverteilte Zufallsvariablen. Dann hat der Zufallsvektor X = (X7, ..., X,)’ die

gemeinsame Dichtefunktion
1 \" 1 5
(@1, .., 2y) = Wor exp —EZIBZ y Ty, Th €R
Vv i=1

X heiBt multivariat oder n-dimensional standardnormalverteilt. Notation: X ~ N, (0, I).
Ist X ~ N, (0,I)und p € R" ein Vektor, dann gilt
Y =X+ p~ Ny(pI).
Notation: Y ~ N, (u, I).
Ist X = (X1,...,X,) ~ Ny(p,I)und a = (ay,...,a,) € R" ein Spaltenvektor, dann gilt
a'X ~ N,(a'u,d a).
Zwei Zufallsvariablen U = a’ X und V = b’ X sind genau dann unkorreliert und somit unabhangig, wenn a’b = 0.

Multivariate Normalverteilung

Seien X = (Xq,...,X,,) ein multivariat standardnormalverteilter Zufallsvektor, a1, . . ., @, linear unabhingige Spaltenvektoren und A die
m X n-Matrix mit Zeilenvektoren @, . . . , @;,. Dann ist der Spaltenvektor

Y=M,....Y,) =(a/X,...,ah,X) = AX
multivariat normalverteilt mit Erwartungswertvektor 0 € R™ und (m x m)-Kovarianzmatrix
2 = (Cov(Y;,Y)))i; = (aja))i; = AA".
Notation: ¥ ~ N,, (0, ).

Der Zufallsvektor Y = AX + b, b € R", ist dann multivariat normalverteilt mit Erwartungswertvektor b und Kovarianzmatrix 3 = AA'
Notation: Y ~ N, (b, ).

Die Matrix 3 hat maximalen Rang m.

51 von 93 25.04.2023, 12:51



Formelsammlung zur Einfiihrung in die angewandte Stochastik

52 von 93

Zweidimensionale Normalverteilung

Die Dichtefunktion eines zweidimensional normalverteilten Zufallsvektors (X, Y) ist gegeben durch

2 2
1 z—p T—py y—p y—p
eXP{_ 2(1—p2) |:( UXX ) - 2P UXX UYY + ( O'yy ) :| }
f(z,y) = ,
(@3) 2roxoy+/1 — p?

2
(X>~N(u’2) mit u=<MX), E:<UX p2>
Y Ly p oy

Bei der zweidimensionalen Normalverteilung ist Unabhangigkeit aquivalent zu Unkorreliertheit: Im Fall p = 0 gilt

ERY 2
eXp(_ (z;){() ) eXp(_ <y2:g> )
V27 . V2T '

Jede Linearkombination aX + bY mit Koeffizienten a, b € R ist wieder normalverteilt.

fir (z,y) € R% Man schreibt dann

flz,y) =

Schatzer

Fir die Schatzer

i=1 i=1
n I
~2 2:‘:1 X;Y; —nX,Y,
Pxy =
A2 A2
ox0

gilt:

Diese Schatzer sind Maximum-Likelihood-Schater.

Ly ist erwartungstreu und stark konsistent fir fx.
[1y ist erwartungstreu und stark konsistent fiir wy .
6%( ist asymptotisch erwartungstreu und stark konsistent fir 0'3(4

&%, ist asymptotisch erwartungstreu und stark konsistent fir 012,.

. ﬁiﬂf ist asymptotisch erwartungstreu und stark konsistent fir p?XYA

Eigenschaften

Sei (X,Y) bivariat normalverteilt mit Parametern ux, y, ox, oy, p. Dann gilt:

1. X ~ N(px,0%).

2.Y ~ N(py,02).

3. X und Y sind genau dann unabhangig, wenn p = 0.

4. Die bedingte Verteilung von Y gegeben X = x ist eine Normalverteilung mit bedingtem Erwartungswert

T — px
ox

py(z) = E(Y|X = z) = py + poy

und bedingter Varianz
ok (z) = Var(Y|X = z) = 02 (1 — p*).

Notation: Y| X = z ~ N(uy(z), 0 (z)).
5. Die bedingte Verteilung von X gegeben Y = y ist eine Normalverteilung mit bedingtem Erwartungswert

Y- by
px(y) = BXIY =y) = px + pox = =
und bedingter Varianz

o%(y) = Var(X|Y = y) = 0% (1 - p°).

Notation: X|Y = y ~ N(px(y), 0'3((?/))

https://moodle.rwth-aachen.de/mod/book/tool/print/index.php?id=1286015
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2.10. (Erzeugende Funktionen)

Erzeugende Funktion
Sei X eine Zufallsvariable mit diskreter Wahrscheinlichkeitsfunktion p(k) = P(X = k), k € Ny. Dann heiBt

gx(t) = Bt = i px(k)t*
0

erzeugende Funktion von X. Fir [¢| < 1 konvergiert gx (t) sicher.

Eigenschaften

¢ Die Verteilung einer Zufallsvariablen wird durch die erzeugende Funktion eindeutig charakterisiert.
e Esgilt gx(0) = P(X =0) und gx(1) = 1.

e Esgilt
g(k)
gg?)(()) = klpx(k) undsomit px(k)= %
o Es giltgg)(l) =EXX-1)-...-(X—k+1)).

Sind X7, X2, ... unabhéngig und identisch verteilte Zufallsvariablen mit erzeugender Funktion gx (¢) und IV eine von X3, X, ... unabhéngige
Zufallsvariable mit erzeugender Funktion g (¢), dann hat Sy = X7 + ... + Xy die erzeugende Funktion gs, (t) = gn(gx(¢)).

Faltungseigenschaft

Seien X und Y zwei unabhéngige Zufallsvariablen mit erzeugenden Funktionen gx (¢) und gy (t), dann ist die erzeugende Funktion von X + Y
gegeben durch gx v () = gx (t)gy (t).

Momenterzeugende Funktion

Sei X eine Zufallsvariable, dann heiBt
mx(t) = E(e!X)

fur alle t > 0, fur die der Ausdurck (in R) existiert, momenterzeugende Funktion. Wenn X stetig verteilt mit Dichte f(a:) ist, dann heift

Li(t) = /_ " e f(z)da

o0

Laplace-Transformierte.
Ly ist in dieser Form nicht nur fiir Dichtefunktionen definiert.

mx (¢) ist stets fir t = 0 definiert. Wenn mx (¢) fiir ein t > 0 existiert, dann auch fiir alle Werte im Intervall (—¢, t).
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2.11. (Markov-Ketten)

Eine endliche Folge von Zufallsvariablen X, ..., X7 heiBt Markov-Kette mit Zustandsraum S und Ubergangsmatrix P = (p(zi, a:j)),-,jeg,
falls

P(Xn = zn|Xo = 0y .., Xn1 = 1) = P(Xp = 20| X1 = Tp1) = p(Tn-1,Tn)
furalle zg,...,z, € Sundn=1,...,T mit
P(Xy =zg,...,Xp-1 =2p1) > 0.
Der Zeilenvektor pg = (po, - - -y m), Pi = P(Xo = =;), heiBt Startverteilung.
Eine m X m-Matrix mit Eintrdgen zwischen 0 und 1, die sich zeilenweise zu 1 addieren, nennt man stochastische Matrix.

Fiir den Zeilenvektor p™ = (pgn), ... ,pgf)) der Wahrscheinlichkeiten p

befindet, gilt:

(n)

i

= P(X,, = 1), dass sich das System nach n Schritten in Zustand %

p™ = poP".
P" heiBt n-Schritt-Ubergangsmatrix.
H; = min{j|X;;; # X;} heiBt Verweilzeit im i-ten Zustand. Es gilt H;|Hy ~ Geo(p;;).

Chapman-Kolmogorov-Gleichung
Fir alle z,y € S und n,m € N gilt:

P (@) =Y p" (@, 2)p™ (2,9)-

zeS

Stationire Verteilung

Eine Verteilung 7 auf S mit 7 = lim,, p(") und ™ = 7P heiBt stationére Verteilung.

Ist 7 stationare Verteilung, dann ist 7 normierter Eigenvektor zum Eigenwert 1 von P’.

Irreduzibilitat

Eine stochastische Matrix P heiBt irreduzibel, wenn es fiir beliebige Zustdnde z,y € S ein n € N gibt, sodass man ausgehend vom Zustand x
den Zustand y nach n Schritten erreichen kann, d.h. p™ (z, y) > 0.

Periodizitat
Eine stochastische Matrix P heiBt periodisch, wenn das System alle k > 2 Zustédnde wieder in einen Zustand x zurtickkehren kann, d.h. wenn
p™ (x,2) > 0 firn = kr mitr € N gilt. Dann ist der ggT der Menge

N(z) ={neN:p™(z,z) >0}

groBer als 1.
P heiBt aperiodisch, wenn fiir jeden Zustand = € S der ggT der Menge A/ (z) genau 1 ist.
P heiBt ergodisch, wenn es ein k € N gibt, sodass alle Eintrage P* positiv sind.

Eine stochastische Matrix P ist genau dann ergodisch, wenn sie irreduzibel und aperiodisch ist.

Ergodensatz

Eine ergodische stochastische Matrix P besitzt genau eine stationére Verteilung ™ = (71, . . . , Ty, ). Alle 7 sind positiv und die n-Schritt-

Ubergangswahrscheinlichkeiten konvergieren unabhingig vom Startzustand gegen die stationare Verteilung, d.h. fiiralle j = 1, ..., m gilt:
7}1_}1{.101)5;’) = j, firalei=1,...,n.
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3. Inferenzstatistik
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3.1. Statistische Schatzer

Grundbegriffe der schlieBenden Statistik

Stichprobe

Xy, ..., X, wird Stichprobe vom Stichprobenumfang n genannt, wenn X1, ..., X,, reellwertige Zufallsvariablen auf einem
Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P) sind. Der Zufallsvektor X = (X3, ..., X,,) nimmt dann Werte im Stichprobenraum

X ={X(w) : w € Q} C R" an, dessen Elemente (z1, . .., z,) Realisierungen genannt werden.

Verteilungsmodell

Ein Verteilungsmodell ist eine Menge P von (méglichen) Verteilungen auf R™ (firr die Stichprobe (X1, . .., X},)). Bei einem parametrischen

Verteilungsmodell wird jede Verteilung P € P durch Angabe eines Parametervektors 1 aus einer Menge © € R™ méglicher Vektoren definiert,
wobei © dann Parameterraum heift. Kann die Menge P nicht durch einen Parameter parametrisiert werden, spricht man von einem
nichtparametrisierten Verteilungsmodell.

Schatzer

Ist X1, ..., X, eine Stichprobe und T : R” — R% d € N (oft d = 1), eine Abbildung, dann heiBt T(Xy,...,X,) Statistik. Die Statistik heiBt
Schitzfunktion oder Schitzer fir den Parameter ¥, wenn sie in den Parameterraum abbildet, d.h. T': R™ — ©, und den Parameter ¥ schitzen
soll.

Um Funktionen g(?) eines Parameters 9 zu schitzen, verwendet man Statistiken 7' : R™ — I' mitI' = g(©) = {g(9)|¢ € ©}. T'(X1, ..., X,)
heiBt dann Schatzer fir g(1).
Nichtparametrische Schiatzung

Empirische Verteilungsfunktion

Ein nichtparametrischer Schétzer fiir die Verteilungsfunktion F((z) = P(X; < z), z € R, ist die empirische Verteilungsfunktion

R 1 &
Fo(@)= - 1 waq(Xi), zeR

n i=1

Es gilt

Flz)(1 - F(z))

B(Eq(2) = P(Xi < 2) = F(z), Var(Fp(z)) =

F,,(z) konvergiert mit Wahrscheinlichkeit 1 gegen F(z).

Dichteschatzung

Durch den Histogramm-Schéatzer wird eine Vergréberung g(z) der Dichtefunktion f(z) geschéatzt, fiir die gilt:

o) = | " f@)dz = P(X, € (g7, 7)),
9j

wenn z € (g, gj+1]-

Fur festes € (gj, gj1] ist nf(m) binomialverteilt mit Parametern n und p = p(z) = P(X1 € (g;, gj+1]).
Das Likelihood-Prinzip

Likelihood-Prinzip

Ein Verteilungsmodell ist bei gegebenen Daten plausibel, wenn es die Daten mit hoher Wahrscheinlichkeit erzeugt. Entscheide dich fir das
plausibelste Verteilungsmodell!

Likelihood-Funktion und Maximum-Likelihood-Schatzer
Ist pﬂ(m) eine Zahldichte (inz € X)und ¥ € © C Rk, k € N, ein Parameter, dann heiBt die Funktion

L(9]z) = py(z), V€O,

fur eine gegebene (feste) Beobachtung € A Likelihood-Funktion. 1§ = 1§(:v) € O heiBt Maximum-Likelihood-Schitzer (ML-Schétzer),
wenn fir festes x gilt:

p;(z) > py(z) firalled € ©.

Ist fo(z) eine (stetige) Dichtefunktion (in z) und ¥ € © C R*, k € N, dann heiRt die Funktion
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L(¥le) = fo(x), ¥ €O,
fur festes = Likelihood-Funktion. 1§ € O heiBt Maximum-Likelihood-Schétzer, wenn fiir festes z gilt:
f3(x) > fo(z) firalled € ©.
Dadurch wird eine Funktion 9 : X — © definiert.

Likelihood einer Stichprobe

Ist X1,...,X, eine Stichprobe von unabhingig und identisch verteilten Zufallsvariablen, und wurde & = (1, . .

ist die Likelihood gegeben durch
L(Y|z) = L(Y|zy) - ...  L(V|zp)-

Log-Likelihood
Die Log-Likelihood ist gegeben durch

n

(0|2) = L(Olz) = > I(I]a:).

i=1

Hierbei ist [(¥|x;) = In fy(z;) der Likelihood-Beitrag der i-ten Beobachtung.

https://moodle.rwth-aachen.de/mod/book/tool/print/index.php?id=1286015
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3.2. Giitekriterien fiir statistische Schatzer

Erwartungstreue

Ein Schatzer 6, fir einen Parameter 6 heiBt erwartungstreu, unverfilscht oder unverzerrt, wenn
Ey(0,), firalledc ©.
Der Schatzer heil3t asymptotisch erwartungstreu, wenn

Ey(6,) — 0, firalledc ©.

Verzerrung

Die Verzerrung (engl.: Bias) wird durch

Bias(6,;60) = Ey(8) — 6, 6€O,

gemessen. Im Allgemeinen ist Bias(6,,; 0) eine Funktion von 6.

Konsistenz

Ein Schéatzer én = T(X17 .. ,Xn) basierend auf einer Stichprobe vom Umfang n heiBt (schwach) konsistent fiir 6, wenn er ein schwaches
Gesetz groBer Zahlen erfiillt, d.h.

P
0, — 0, n—oo.

0., heiBt stark konsistent fiir 6, wenn fast sichere Konvergenz gilt.

Effizienz

Sind T} und T zwei erwartungstreue Schéatzer fiir  mit Var(Ty) < Var(T%), dann heiBt T effizienter als T5. Ist T} effizienter als jeder
andere erwartungstreue Schétzer, dann heiBt 17 effizient.

Mittlerer quadratischer Fehler

Der mittlere quadratische Fehler (engl.. mean square error, MSE) misst die erwartete quadratische Abweichung eines Schatzers 6, vom wahren
Parameter 6:

MSE(6,;6) = Eg(0,, — 6)°.
Ist 8 ein Schatzer mit Varg(é) < 00, dann gilt

MSE(6,;6) = Varg(6) + [Bias(6,,; 6)]*.
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3.3. Testverteilungen

t-Verteilung
Sind X1, ..., X,, unabhéngig und identisch N (1, o?)-verteilt, X = = 3" | X; das arithmetische Mittel und §% = —L- > | (X; — X)?,

n—1

dann heift die Verteilung von

X
T=n S“

t-Verteilung mit n — 1 Freiheitsgraden und wird mit ¢(n — 1) bezeichnet.

Das p-Quantil wird mit ¢(n — 1), notiert. Fir T' ~ ¢(k) gilt E(T") = 0 und fur k > 3 Var(T) = k—g

x?-Verteilung

Sind Uy, . . ., Uy, unabhéngig und identisch N (0, 1)-verteilt, dann heiBt die Verteilung der Statistik
n
Q= Z Ut
i=1
X2-Verteilung mit k Freiheitsgraden. Ist T eine Zufallsvariable und ¢ € R, so dass T'/c ~ x?(k), dann heiBt T gestreckt x>-verteilt mit &
Freiheitsgraden.
Es gilt E(Q) = k und Var(Q) = 2k.

F-Verteilung
Sind Q1 ~ x2(n1) und Q2 ~ x*(n2) unabhangig x>-verteilt, dann heiBt die Verteilung der Statistik

_ @i/m
Qz/nz

F-Verteilung mit 1 und ny Freiheitsgraden und wird mit F(nl,nz) bezeichnet.

F

Das p-Quantil wird mit F'(n1,ns), bezeichnet.

2n2(n1+n2—2)
ni(ng—1)%(na—4)

Es gilt E(F) = -2 und Var(F) =

ng—2
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3.4. Konfidenzintervalle

Ein Intervall [L, U] mit datenabhangigen Intervallgrenzen L = L(Xq,...,X,)und U = U(Xj, ..., X,) heiBt Konfidenzintervall oder
Vertrauensbereich zum Konfidenzniveau 1 — «, wenn

PWe[LU)>1-a.

Konfidenzintervall fiir den Erwartungswert einer Normalverteilung
Sind X1,..., X, i N(p,0?), dann ist

S = S
X — t(n — 1)1,a/2—,X+t(n — 1)1,(1/2—

v N

ein Konfidenzintervall zum Konfidenzniveau 1 — « fiir den Erwartungswert 1, wobei T = ﬁ(X — p)/S eine t(n — 1)-verteilte Statistik ist.

Wenn o bekannt ist, muss S durch o und das ¢(n — 1)1_a/2—QuantiI durch das Normalverteilungsquantil 21 /2 ersetzt werden.

Konfidenzintervall fiir die Varianz einer Normalverteilung

Sind X1,..., X, S N(p,0?), dann ist

n—1 ~2 n — 1 ~2
2 T2 g
x2(n — 1)1—a/2 x2(n — 1)a/2
ein Konfidenzintervall zum Konfidenzniveau 1 — « fiir die Varianz o2, wobei 6% = ﬁ (X - X)%

Konfidenzintervall fiir die Erfolgswahrscheinlichkeit einer Binomialverteilung

Sei Y ~ Bin(n, p), dann ist
R p(1-p) . p(L-p)
P — Z1-qa/2 P+ Rl-a/2
n n

ein (approximatives) (1 — a)-Konfidenzintervall fir p, wobei p eine Schatzung fir p ist.

Konfidenzintervall fiir den Parameter )\ einer Poisson-Verteilung

i.i.d.
_ X - /X
|:X - 7Z17a/27X + zla/2:|
n n

Sind X1, ..., X, ~ Poi()), dann ist

ein (approximatives) (1 — a)-Konfidenzintervall.
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3.5. Einfiihrung in die statistische Testtheorie

Testproblem

Seien fy und f; zwei mdgliche Verteilungen fiir eine Zufallsvariable X, dann wird das Testproblem, zwischen X ~ fy und X ~ f; zu
entscheiden, in der Form

Hy:f=fo gegen Hi:f=f
notiert, wobei f die wahre Verteilung von X bezeichne. Hj heiBt Nullhypothese und H; Alternative.
Meist kann das Datenmaterial X1, . .., X,, durch eine Zahl T' = T'(X4, . .., X,,), Statistik genannt, verdichtet werden.

Statistischer Test

Ein (statistischer) Test ist eine Entscheidungsregel, die basierend auf T" entweder zugunsten von Hy (Notation: "Hj") oder zugunsten von Hy
("H4") entscheidet.

Kritischer Wert

H, wird angenommen, wenn T' € (—00, ¢iit] und abgelehnt, wenn T' € (cjit, 00). A = (—00, Cirit] heiBt Annahmebereich, A° = (cyyit, 00)
heiBt Ablehnbereich oder Verwerfungsbereich und cy,i; kritischer Wert.

Fehler 1. und 2. Art
Eine Enscheidung fir H;, obwohl Hj richtig ist, heiBt Fehler 1. Art. Eine Entscheidung fiir Hy, obwohl H; richtig ist, heiBt Fehler 2. Art.

Die Fehlerwahrscheinlichkeit 1. Art ist die unter H, berechnete Wahrscheinlichkeit, falschlicherweise Hy abzulehnen und heift
Signifikanzniveau. Die Fehlerwahrscheinlichkeit 2. Art ist die unter H; berechnete Wahrscheinlichkeit, falschlicherweise Hy zu akzeptieren.

Test zum Niveau o

Ein statistischer Test zum Signifikanzniveau « ist gegeben, wenn
PHO (’7 Hl 77) S .

Schirfe
Sei B die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers 2. Art, dann heiBt

1—f="Py(" H”)=Eg(1-9)
Scharfe oder Power des Testverfahrens.Die Funktion
GW)=Py(” H”)=Ey(l—¢), 9€06,

heiBt Guitefunktion des Tests.
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3.6. 1-Stichproben-Tests

Seien X, ..., X, unabhingig und normalverteilt.

Einseitiger GauBtest
Sei

und z1_4 das (1 — @)-Quantil der Standardnormalverteilung. Der einseitige GauBtest verwirft die Nullhypothese Hy : pt < g auf dem
Signifikanzniveau a zugunsten von Hy : gt > po, wenn T > 21,

Der einseitige GauBtest verwirft Hy : p > po auf dem Signifikanzniveau a zugunsten von Hy : p < pg, wenn T' < z,.

Giitefunktion

Die Gutefunktion des einseitigen GauBtests ist gegeben durch

G(u)=¢<—z1_a+”_“°>.

o/\/n
Die Gutefunktion ist differenzierbar in &, monoton wachsend im Stichprobenumfang n, monoton wachsend in it — o sowie monoton fallend in
ol
Fallzahlplanung

Sei dy die Mindestabweichung der Lagednderung d = p — pg, die mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 1 — 3 aufgedeckt werden soll.
Dann muss gelten:

a? 9
n > 72(21704 +21-6)°.
i — ol
Zweiseitiger GauBtest
Der zweiseitige GauBtest verwirft die Nullhypothese Hy : i = pg zugunsten der Alternative Hy : u # pg (Abweichung vom Sollwert i), wenn
|T| > Z1—a/2-
Giitefunktion

Die Gutefunktion des zweiseitigen GauBtests ist gegeben durch

G(p) =22 <_Z1—a/2 + £ ﬂo) .

o/yn
Die Gitefunktion ist differenzierbar in 1, monoton wachsend im Stichprobenumfang n, monoton wachsend in |p — po| sowie monoton fallend in
a?.
Fallzahlplanung

Sei A die Mindestabweichung von |p — pg], die mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 1 — 3 aufgedeckt werden soll. Dann muss gelten:

0.2

n>———(z1ap+ z1-p)%.
I — pol

Der t-Test

Der zweiseitige t-Test verwirft Hy : u = g zugunsten von Hy : u # po auf dem Signifikanzniveau a, wenn |T| > t(n — 1)1_a/2. Der einseitige
t-Test fiir das Testproblem Hy : u < pg gegen Hy : pu > pg verwirft Hy, wenn T > ¢(n — 1)1_. Die Nullhypothese Hy : 1 > 10 wird
zugunsten von Hy : g < pg verworfen, wenn T' < —t(n — 1);_,.

p-Wert

Sei tohs = T(ml, ..., Ty) der realisierte Wert der Teststatistik 7' und T'* die Teststatistik bei Wiederholung des Experiments. Dann ist der p-Wert
fuir das Testproblem

Hy:p<p gegen Hj:p>
definiert durch

p= PHg (T* > tobs)
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Binomialtest

Sei Y ~ Bin(n, p). Der exakte Binomialtest verwirft Hy : p < pg zugunsten von Hj : p > py, wenn'Y > cjqit, wobei ¢yt die kleinste ganze
Zahl ist, sodass

i <Z>p’5(1 —po)" " <o

k=ciig+1

Asymptotischer Binomialtest

Der asymptotische Binomialtest verwirft Hy : p < po auf dem Niveau « zugunsten von Hj : p > pg, wenn

Aquivalent dazu ist Y > npg + 21-a4/np0o(1 — po).
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3.7. 2-Stichproben-Tests

Verbundene Stichproben

Gegeben sei eine Zufallsstichprobe
(X1,71),.. ., (X, Ya)
von bivariat normalverteilten Zufallsvariablen. Es soll untersucht werden, ob sich die Erwartungswerte
px = B(X;) und  py = E(Y))
unterscheiden.

Sei

_ 13
D;=Y-X;, i=1,...,n, und D:—ZDZ-,

sowie § = E(D;) = py — px und 52 = ﬁ 3" ,(D; — D). Definiere das Testproblem

Ho:6=0¢ p, =py gegen Hi:6#0& px # py.
Dann wird Hy auf dem Signifikanzniveau a verworfen, wenn fir

D
T_SD/\/H

gilt, dass [T'| > t(n — 1)1_q/2-

Beim einseitigen Testproblem Hy : § < 0 gegen H; : § > 0 wird H verworfen, wennT' > t(n — 1)1_4. Analog wird Hy : § > 0 zugunsten
von Hj : § < 0verworfen, wennT' < t(n — 1),.

Unverbundene Stichproben

Gegeben seien zwei unabhangige Stichproben
i.i.d.
X1,y X1, % N(p1,0?)
ii.d.
X21> e 7X2n2 Z'Z\’ N(p'2,0-§)-

F-Test auf Varianzhomogenitat

Gilt 01 # 09, spricht man von Varianzinhomogenitit oder Heteroskedastizitit und heteroskedastischen Daten. Ansonsten liegt
Varianzhomogenitét vor.

Seien
52 = 1 N (X1 — X1)2 und 52 = 1 N (Xz — X2)2
1 n—1 ;:1: J 2 ng — 1 ;:1 j ,

dann ist die F'-Teststatistik definiert durch
SZ
F=_L,
S

Der F'—Test auf Varianzgleichheit verwirft Hy : 01 = o, wenn F' < F(n; — 1,15 — 1)o/3 oder F' > F(ny — 1,m2 — 1)1_4/2.

t-Test auf Lageunterschied

Der 2-Stichproben t-Test verwirft Hy : 11 = pa zugunsten von Hy : py # i, wenn |T'| > t(n — 2)1_o/2. Analog verwirft der einseitige Test
Hy : py < po zugunsten von Hy = g > pe, wenn T' < t(n — 2),, und Hy : py > po zugunsten von Hy = uy < pg, falls T > t(n — 2)1_,.

Welchs Test
Sei 01 # o5. Weiter sei
X, — X
T A2 1
52 s
o my

und
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A
(= +%)
st\? 1 V2 1 .
(H) w1 T (7> 1
Der Welch-Test verwirft Hy : 11 < po zugunsten von Hy : g > o, wenn T > t(df)o. Ho @ p1 > po wird zugunsten von Hy : g < po
verworfen, wenn T' > ¢(df)1_q.

df =

Fallzahlplanung
Seiny =ny =n.

Einseitiger Test: Wahle

o? 5
n Z E(zl—a + zl—ﬂ) )
um eine Schérfe von 1 — S bei einer Abweichung von A = |4 — pp| ndherungsweise zu erzielen.

Zweiseitiger Test: Wahle

0'2 2
nz E(zlfaﬂ +21-4)%,

um eine Schérfe von 1 — S bei einer Abweichung von A = |4 — pp| ndherungsweise zu erzielen.

Wilcoxon-Test

Seien
Xi17~~~7Xz'n,- NE(.’I?), 221,2

Weiter sei R;; = k, wenn X;; = Wy, der k-te Wert in der Ordnungstatistik der Gesamtstichprobe ist. Definiere

ny
W => Ry
=1
und
W —ning/2

N(0,1).

T Vumm D/ "
Betrachte das Testproblem

Hy:A=0&F, =F, gegen Hy:A#0& F # Fs.
Der Wilcoxon-Test verwirft Hy auf dem Niveau o, wenn [T| > z;_q/2 bzw. wenn

nn
W 2

+ 21_aj24/mana(n 4 1)/12

oder

nin
W < % — Z1_a/2 ning(n + 1)/12.

2-Stichproben Binomialtest
Seien
Y1 ~ Bin(ni,p1), Y2 ~ Bin(n,p2)
unabhéngig.
Betrachte das Testproblem

Hy:p1 =p2 gegen Hi:pi # pa.

Seien
. Y; . Y,
Pr=—> und py= >
n1 )
sowie
T— A(IP?)—plA —
Pa(l—py pi(l—=py
[ + ny
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Der 2-Stichproben Binomialtest verwirft Hy zugunsten von Hy auf dem Niveau o, wenn |T'| > 21_a/2- Analog wird Hy : p1 > pa zugunsten von
Hj : p1 < py verworfen,wenn T > z1_,, und Hy : p; < ps zugunstenvon Hy : p1 > po, wenn T < z,.
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3.8. Korrelationstests

Test auf Korrelation

Sei (X1,Y1),...,(X,,Y,) eine Stichprobe von unabhingig und identisch bivariat normalverteilten Zufallsvariablen X, Y mit
Korrelationskoeffizient p = p(X,Y) = Cor(X,Y).

Betrachte das Testproblem
Hy:p=0 gegen H;:p#0.

Sei

Der Korrelationstest fiir normalverteilte bivariate Stichproben verwirft Hy auf dem Signifikanzniveau e, wenn |T| > t(n — 2)1-a/2-

Rangkorrelationstest

Betrachte das Testproblem Hy : "Es besteht kein monotoner Trend zwischen X und Y™ gegen Hj : "Es besteht ein monotoner Trend zwischen X
und Y. Definiere als Teststatistik

Dann wird Hy auf dem Niveau v abgebildet, wenn |T'| > ¢(n — 2)1_q/s.
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3.9. Analyse von Kontingenztafeln

Vergleich diskreter Verteilungen
Definitionen

« Eine Kontingenztafel habe 7 Zeilen und s Spalten mit insgesamt N Beobachtungen.

¢ Zeilenweise liegen diskrete Verteilungen einer ZielgroBe mit s Auspragungen vor, der Stichprobenumfang ist fest.

« Sei N;; die Anzahl der Beobachtungen in Zeile ¢ und Spalte j, dann ist (N1, . . ., N;;) die Haufigkeitsverteilung der é-ten Zeile vom
Stichprobenumfang Ny = >7° | Nyj .

Testproblem
e Hj: Alle Zeilenverteilungen gleich, d.h. nur eine Verteilung p1, . .., Ds.
« Die Daten kénnen dann spaltenweise zusammengefasst werden zur Randverteilung (N, . . ., Vys) , wobei N,j = 22:1 N;; die j-te

Spaltensumme ist.
e Die p; werden durch

geschatzt.
e Unter Hy ist der Erwartungswert von Nj;

da N;; ~ Bin(Nj., p;). E;; wird geschitzt durch

Chiquadrat-Test

Sei

N (Nij — NiwNoj/N)?
M*N*j/N '

Q=

=1 j=1
Der Chiquadrat-Test zum Vergleich diskreter Verteilungen verwirft Hy, wenn @ > x*((r — 1)(s — 1))1_q.
Bei einer 2 X 2-Kontingenztafel mit Eintrdgen a, b, ¢, d ist

n(ad — be)?
(@a+b)(c+d)(a+c)b+d)’

Q=

Chiquadrat-Unabhangigkeitstest
Definitionen

» Die Kontingenztafel habe r Zeilen und s Spalten.

* Sie bestehe aus durch Kreuzklassifikation von N zufallig ausgewahlten statistischen Einheiten nach zwei nominal skalierten Merkmalen X und
Y.

o X habe r Auspragungen ai, ..., a,, Y habe s Auspragungen by, ..., b;.

e N;; ist dann die Haufigkeit der Kombination (a;, b;).

Testproblem

e Hj: X und Y sind stochastisch unabhangig.
e Sind (p1,...,pr) bzw. (g1, . .., gs) die Verteilungen von X bzw. Y, dannist E;; = Eg, (N;;) = Np;q;, da N;; ~ Bin(N, p;;) mit
Pij = piqj, und wird durch

Ni*N*j
N

Eij =
geschatzt.

Chiquadrat-Test
Sei

"~ (Vi — NiwNy;/N)?

Q: M*N*]/N

i=1 j=1
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Der Chiquadrat-Test zum Test auf Unabhangigkeit verwirft Hp, wenn Q@ > x2((r — 1)(s — 1))1-q.

Unter Hy ist Q in groRen Stichproben x2((r — 1)(s — 1))-verteilt.
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Modell

3.10. Lineares Regressionsmodell

Seien (Y1,21), ..., (Ya, z,) unabhingige Beobachtungen. Sei

Annahmen

Yi=a+bzr;+e, i=1,...,n.

e £1,...,&pn sind unabhingig und identisch normalverteilte Zufallsvariablen mit E(g;) = 0, Var(¢;) = 6> >0, i =1,...,n. o% heiBt auch

Modelifehler.

® 2y,...,T, sind vorgegeben.

» g und b sind unbekannte Parameter, genannt Regressionskoeffizienten.

Dann heif3t

wahre Regressionsfunktion.

Schitzung

flz) =a+bx

Eine (geschétzte) Regressionsgerade (Ausgleichsgerade) erhdlt man durch

f(l’) =a+ i)x» T c [mminaxmax]y

mit
- s . - Al
b="", a=Y - bz,
52
x
wobei
1< —~ 1
Sgy = —ZmiY} —zY, &= —me — 2.
g g
Die (geschitzten) Residuen sind gegeben durch é; = Y; — Yi,i =1,...,n. Eine erwartungstreue Schitzung des Modellfehlers o2 erhalt man
durch

Statistische Eigenschaften

e @ und b sind erwartungstreu und konsistent fiir a und b.

e lhre Varianzen kénnen durch

geschétzt werden,

Konfidenzintervalle

e fiir bzum Niveau 1 — a:

e fiir 02 zum Niveau 1 —

b

2 no 2
P o i1 T 52
b s’ n2s2
T T

—t(n—2)1q/ ;,Bﬂ(n—z) oy A
o \/ i@ — ) o V2 (zi — 7)?

(n—2)5* (n—2)6*
X2(n — 2)1—a/2 ’ x2(n — 2)a/2

e untere Schranke fiir die Regressionsfunktion zum Niveau 1 — a:

(z) =+ bz — &\/QF(Q,n —2)1 4 (1 + M)

n NSyz

e obere Schranke fir die Regressionsfunktion zum Niveau 1 — a:
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1 (z—=x)?

u(z) =+ bx + &\/ZF(2,n —9)i. (_ + 7)

Hypothesentests
Es gilt:

-Tb:$~t(n—2),

b

e T, =t~ t(n-2),
Q=

n—2)6°
BT x(n - 2).

)

Test der Regressionskoeffizienten
1. Hp : b= by gegen H, : b # by. Hy ablehnen, wenn |Tj| > t(n — 2)1_q/.
2. Hp : b <bygegen Hy : b > by. Hy ablehnen, wenn T}, > t(n — 2)1_4.
3. Hy : b > by gegen Hy : b < by. Hy ablehnen, wenn T, < —t(n — 2)1_4 = t(n — 2),.

Analog firr a.

Test des Modellfehlers
1.Hy : 0® = 0 gegen Hy : 0 # 02. Hy ablehnen, wenn Q@ < x*(n — 2) /2.,
2.Hy:0%< 03 gegen Hy : 0% > ag. Hj ablehnen, wenn Q > Xz(n —2)4.
3.Hy:0%> 03 gegen Hy : 0% < crg. Hy ablehnen, wenn Q < x%(n — 2),.

Heteroskedastizitat

Der Schatzer

1 n _
~2 2;\2
Gi= o Y (X — X)%
" onsi(n-2) i:l(l )

ist konsistent, wenn die Varianzen der Fehlerterme €1, . . ., €, nicht identisch sind.
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3.11. (Multiple Lineare Regression)

Modell

Es wird angenommen, dass
Y = f(21,...,2p) + ¢
mit E(e) = 0. f heiBt dann (wahre) Regressionfunktion. Hat f die Form
F(zy,...,2,) = by + biz1 + ...+ byzp,

kann f in der Form f(z1,...,z,) = bz mitb = (by,...,b,) € RF M und & = (1,2y,...,3,) € RP*! geschrieben werden, und heiBt
linearer Pradiktor.

Sei
Y;:f(zi15---7wip)+gi7 i:]-»-'wnv
wobei €1, .. ., €, unabhangig und identisch verteilte Zufallsvariablen mit E(g;) = 0, Var(e;) = 0% € (0,00),i = 1,...,n, sind. Dann gilt mit
Tt Tik
Y=(,...,V,) €R*, e=(e1,...,en) €R?, X = : s
Tnl  t Tnk
dass
Y =Xb+e.
Die (n x k)-Matrix X heiBt dann Designmatrix.
KQ-Schatzung
Zu minimieren ist die Zielfunktion
n
Q) =) (V; —ab)?, beR:
=1

Jedes Minimum b = (by, b1, . . ., l;p)’ von Q(b) heiBt KQ-Schatzer fir b.

Schéatzung der Residuen
€ =Y — Xb mit

Schitzung des Modellfehlers

Normalgleichungen

Ist b der KQ-Schétzer fiir b, dann gelten die Normalgleichungen
X'Xb=X'Y.
Hat X (vollen) Rang k, dann ist
b= (X'X)"'X'Y, ¢é¢=(I-X(XX)'XY.
Verteilungseigenschaften
Sind €1, .. ., £, unabhangig und identisch N (0, 02)-verteilt, dann gilt
e~ N(0,6°I) und Y ~ N(Xb,s°I).
Hat X vollen Spaltenrang, dann gilt:

1. b~ N(b,c*(X' X))

2.6 ~ N(0,(I — X(X'X)1 X))
30 &~ X (n— k)

4. 6° ist erwartungstreu fir o’
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5. b und 67 sind unabhéngig.

Test der Regressionskoeffizienten
Die Statistik

ist £(n — k)-verteilt, wobei h;das i-te Diagonalelement der Matrix (X' X)L ist.
Hypothesentest:
Hy:b;=0 gegen H;:b; #0.

Hy ablehnen, wenn |Tj| > t(n — k)1_q /2.
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3.12. (Elemente der Bayes-Statistik)

Grundbegriffe

Xi,...,X, seien unabhéngig und identisch verteilt mit
Xi ~ fﬂ ($)>

wobei fy eine (Zahl-)Dichte aus einer parametrischen Verteilungsfamilie F = {fy : ¥ € @} ist, und © € R* den Parameterraum bezeichne.

Entscheidungsfunktion

Eine Entscheidungsfunktion § ist eine Statistik § : R” — A, und A bezeichnet dann den Aktionsraum. Beobachtet man & = (z1,...,Z,),
wird die Entscheidung &(z1, . . ., ) getroffen. D bezeichne die Menge der méglichen Entscheidungsfunktionen.
Verlustfunktion

Eine nicht-negative Funktion L : © X A heiBt Verlust oder Verlustfunktion.
Im Fall A = © heiBt L(J,a) = (¥ — a)? quadratische Verlustfunktion.

Risikofunktion
Der erwartete Verlust der Entscheidungsfunktion §(X) im Punkt ¢ definiert die Risikofunktion R : © x D — R,

R(9,8) = EyL(9,(X)).
Minimax-Prinzip
&* heiBt Minimax-Regel, wenn
max R(9,6") < max R(¥,0) firalled € D.
S J€0
Bayes-Prinzip
Es wird angenommen, dass ¢ ~ 7(¢). (1) heiBt a-priori-Verteilung oder Prior.

Statt fy(z) schreibt man nun f(z|). Fir die gemeinsame Dichte von X und 9 gilt

f(z,9) = f(@[9)7 (D).

f@) = [ Fe.0)0 baw. f(@) =Y f@.9)
]
und
@)

f(9)z) heiBt a posteriori-Verteilung (Posterior-Verteilung) von 9.

Die Risikofunktion wird geschrieben als R(¢, §) = E(L(9, 6(x))|9). Ist X stetig, dann gilt
R9,5) [ 19,5(0))f(al9)ds

und wenn X diskret ist

R(®,8) = > L(8,5(x)) f(2[9).

Bayes-Risiko
Der Mittelwert des bedingten Risikos R(¥, §) tber 19,

R(m,d) = ExR(Y,9),
heiBt Bayes-Risiko von d.

Ist 7(¢9) eine Dichte, dann ist

R(r, ) = / R(9,8)r(9)d9

25.04.2023, 12:51



Formelsammlung zur Einfiihrung in die angewandte Stochastik https://moodle.rwth-aachen.de/mod/book/tool/print/index.php?id=1286015

und bei diskretem Prior ist

R(r,8) = >  R(9,8)n(9).

9

Bayes-Regel
Eine Entscheidungsfunktion 0* € D heiBt Bayes-Regel, wenn

R(m,0%) = n{}n R(m, ).
Ist X stetig, ist der Bayes-Schéatzer der Erwartungswert der Posterior-Verteilung.

Konjugierte Prior-Familie
m(9),9 € O, heiBt konjugierte Prior-Familie (oder konjugierter Prior) zu einem bedingten Verteilungsmodell f(z|¢), wenn die a posteriori-
Verteilung ein Element der Prior-Familie ist.

F(@l9) w(d)  [f0ls)

N, )N, ?) [N (AT, o)
(v, B) M(a,p) [Platv,B+x)
Bin(n,p) Beta(a, §)Beta(a + z, 8+ n — )
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4. Deskriptive Statistik
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4.1. Grundbegriffe der deskriptive Statistik

erhobene Daten: statistische Einheiten, Untersuchungseinheiten oder Merkmalstrager, Versuchseinheiten (durch Experimente gewonnen),
Beobachtungseinheiten (Beobachtungsstudien)
Menge der statistischen Einheiten: Grundgesamtheit oder Population

Teilauswahl einer Grundgesamtheit: Stichprobe; Eine Stichprobe ist reprasentativ, wenn sie bezliglich wichtiger Charakteristika strukturgleich
zur Grundgesamtheit ist

vorgegebene Quoten, die Stichprobe einhalten muss: quotierte Teilauswahl

(einfache) Zufallsstichprobe: jede Teilmenge der Grundgesamtheit hat gleiche Wahrscheinlichkeit, gezogen zu werden
interessierende GréBen der statistischen Einheiten: Merkmale oder Variablen

Maégliche Werte eines Merkmals: Merkmalsauspragungen oder (moégliche) Auspragungen

nur endlich viele oder abzahlbar unendlich viele Auspragungen méglich: diskretes Merkmal, sonst stetiges Merkmal

Skalen

* Nominalskala: Auspragungen stehen in keiner Beziehung zueinander; nur zwei Auspragungen: dichotome oder binére Variable

¢ Ordinalskala: Auspragungen sind vergleichbar

* Metrische Skala (Kardinalskala): Auspragungen sind Vielfache einer Grundeinheit; Intervallskala: Nullpunkt willkirlich, sonst Verhaltnis-,
Quotienten- oder Ratioskala

Studiendesigns

¢ Querschnittstudie (engl.: cross-sectional study): fester Zeitpunkt, interessierende Merkmale werden an statistischen Einheiten erhoben
¢ Longitudinalstudie: Merkmale werden zu verschiedenen Zeitpunkten an festem Kollektiv (Panel) erhoben

Aufbereitung von Daten

¢ Rohdaten (Pimérdaten, Urliste) mit p Merkmalen (Dimension der Daten) an n statistischen Einheiten (Stichprobenumfang) in n X p-Matrix
(Datenmatrix) darstellbar

¢ p=1: univariate Daten, sonst multivariate Daten

¢ Der Vektor

x=(21,...,2,) €ER"

der n Auspragungen eines Merkmals heiB3t Datenvektor.
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4.2. Aufbereitung von univariaten Daten
Absolute und relative Haufigkeiten
Die absoluten Haufigkeiten (engl.: frequencies, counts) hy, . .., hy sind durch
n
h; =7 Anzahl der z; mit z; = a;” = Z 1(z; = aj),
i=1
j=1,...,k gegeben. Die (tabellarische) Zusammenstellung der absoluten Haufigkeiten k1, . .., hj heiBt absolute Haufigkeitsverteilung.

Die relativen Haufigkeiten f1, .. ., f sind gegeben durch

>

'}
n

fi

f; ist der Anteil aller Beobachtungen mit Wert a;. Die (tabellarische) Zusammenstellung der fi, ..

Eigenschaften

o hi+...+hy =n.

o f1+...+fk=1.
Ordnungsstatistiken

Sortiere die n Beobachtungen aufsteigend der GroBe nach, sodass
Tmin = Z(1) <...< T(n) = Tmax-

Dann heiBt z(;) i-te Ordnungsstatistik und (w(l), e

Kumulierte Haufigkeitsverteilung
Fir Rohdaten z1, . .., z, ist die kumulierte Haufigkeitsfunktion definiert durch

n

Z 1(z; < z)

i=1

H(z)

,a:(n)) Ordnungsstatistik der Stichprobe z1, . ..

., fx heiBt relative Haufigkeitsverteilung.

y T

Die empirische Verteilungsfunktion (relative kumulierte Haufigkeitsverteilung) ist fir x € R definiert durch

Fla) = 2@

= Anteilder z; mit z; <z = Z fi-

Jaj<z

Eigenschaften

e H(z) und I*:‘(:l:) sind monoton wachsende Treppenfunktionen, die an den Ordnungsstatistiken ;) Sprungstellen besitzen.

o Bei H(z) ist die Sprunghéhe genau die Anzahl der Beobachtungen, die gleich Z(;) sind.
e Bei F‘(a:) ist die Sprunghdhe genau der Anteil der Beobachtungen, die gleich z(;) sind.

Gruppierung

Das Intervall [Zymin, Tmax] heiBt Messbereich.

Seien

I = [g1,9], o = (92,93)s - -, It = (Gk» Gt1]

k Intervalle, die den gesamten Messbereich Giberdecken. Dann heift I; j-te Gruppe oder Klasse

I; = (gj, gj+1]. Die Zahlen gy, .. ., gr+1 sind die Gruppengrenzen,

bj=gjr1—9;, j=1...,k

die Gruppenbreiten und

die Gruppenmitten.

Stamm-Blatt-Diagramm

Angenommen, die Zahlen des Datensatzes bestehen aus d Ziffern. Wahle die Zahl mit den erste
bis zur Zahl mit den ersten d — 1 Ziffern von T hoch, sodass sich die letzte Ziffer immer um

und ist fir j = 2, ..., k gegeben durch

nd — 1 Ziffern von &y, und zahle gleichmé&Big
1 erhoht. Diese Zahlen definieren die
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Gruppengrenzen und bilden den Stamm des Diagramms, die untereinander aufgeschrieben werden. Schreibe nun fir jede Zahl des Datensatzes

die d-te Ziffer rechts neben den jeweiligen Stamm.

Histogramm

Gruppiere den Datensatz in k Klassen mit relativen Haufigkeiten f; und Gruppenbreiten b, j = 1,. .., k. Zeichne nun tber der j-ten Klasse ein

Rechteck der Hohe

=1,k

Dann erhélt man das Histogramm, bei dem die Rechtecke die relativen Haufigkeiten reprasentieren.

Der obere Rand des Histogramms definiert eine Treppenfunktion

fla)=

f (z) heiBt Haufigkeitsdichte oder auch Dichteschitzer.

Eigenschaften
e Esgilt:

und

o Die Hohe repréasentiert die Dichte der Daten.

Gleitendes Histogramm

0,z < g1

i,z € [g1, 9]

lj’w € (gj7gj+1]>j =2,...,k,
07:1: > Gk+1-

Seiz € R und f(:c) der Anteil der Beobachtungen z; mit |z — x;| < h, dividiert durch 2h. Dann heiBt f(.r) gleitendes Histogramm und h

Bandbreite, und es gilt

Kerndichteschatzer

Gegeben seien Daten z1, . . ., . Die Funktion

F@) = g 2 10—l <),

_ 1 & —x;
f(w)=E;K<w h‘””), zeR,

heiBt Kerndichteschétzer (nach Parzen-Rosenblatt) zur Bandbreite h, wenn K (z) eine stetige Funktion mit

K(2) >0, / Y K()dr=1

ist, die symmetrisch um 0 ist. K () heiBt dann Kernfunktion.
Gangige Kernfunktionen sind:

der GauB3-Kern

der Epanechnikov-Kern

der Gleichverteilungskern
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Z|S17

=
1z <1)={ 2
0, sonst.

[
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4.3. LagemaBe

Median
Der Median wird in der Regel definiert durch
T, n ungerade,
e
med — 1
5 (Zjo + Tujas) n gerade.

Eigenschaften

e Der Median vollzieht affin-lineare Transformationen nach:
yl:a"‘bxl = ymed:a+b'wmed-

e Der Median minimiert den Ausdruck

Qm) =Y |z;—m
i=1

e Der Median ist sehr robust gegentber AusreiBern.
Arithmetisches Mittel
Das arithmetische Mittel ist definiert durch

1 n

T=— T
n i=1

Eigenschaften
¢ Das arithmetische Mittel vollzieht affin-lineare Transformationen nach:
yp=a+b-xz; = Y=a+b-z

¢ Das arithmetische Mittel minimiert den Ausdruck

n

Q(m) = (zi —m)*.

i=1
¢ Das arithmetische Mittel ist sensitiv bzgl. Ausreifern.
Geometrisches Mittel
Das geometrische Mittel von n nichtnegativen Zahlen 1, . . ., x,, ist definiert durch
Tgeo = (T1 ... wn)(l/").

Es gilt: Tgeo < T.
Wachstumsfaktor und Wachstumsrate
Seien x1, ..., T, BestandsgréBen. Dann nennt man

w1:1, wi:wi/wi,l, i=2,...,n,

1-ten Wachstumsfaktor und
ri=w,—1 & x;= (1 + 7‘,‘)2171;1
1-te Wachstumsrate (Zinssatz).

Der mittlere Wachstumsfaktor wird als derjenige Wachstumsfaktor w definiert, der bei Anwendung in allen nn Perioden zum Wert z,, fihrt. Die
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mittlere Wachstumsrate (effektiver Zinssatz) ist durch r = w — 1 gegeben.

Weitere Mittelwerte
Harmonisches Mittel

no1
i=1

# 0. Dann ist das harmonische Mittel definiert durch

1
_ 1K1
Tharm = (n Z L) .

i=1

Seien x1, . .., Ty Zahlen ungleich Null mit Z

Getrimmtes Mittel

Seik = LnaJ, wobei vermutet werde, dass es im Datensatz nicht mehr als 2a - 100% AusreiRer gibt. Dann ist das getrimmte Mittel definiert
durch

O T(kt1)) T T Tk
e n— 2k ’

Winorisiertes Mittel

k sei wie beim getrimmten Mittel definiert. Ersetze die k gréBten und die k kleinsten Beobachtungen durch den jeweils néchstgelegenen der
zentralen n — 2k Beobachtungen. Der Mittelwert dieses modifizierten Datensatzes heiBt winorisiertes Mittel.
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4.4. Streuung

Entropie
Die MafBzahl

H=-Y" f;-logy(f;)
=1

wird Shannon-Wiener-Index oder (Shannon-) Entropie genannt.

Eigenschaften

o Je dnhlicher die Haufigkeitsverteilung der diskreten Gleichverteilung ist, desto gréBer ist der Wert von H.

o Nachteil: der Wert hdngt vom verwendeten Logarithmus ab.

Normierte Entropie

Die relative oder normierte Entropie ist gegeben durch

H
J = .

log(k)
Sie hangt nicht von der Wahl des Logarithmus ab.
Stichprobenvarianz und Standardabweichung
Die Stichprobenvarianz oder empirische Varianz der Beobachtungen 1, . .., , wird definiert durch

1 n

var(x) = s = — (z; — 7)*
n =

Der Wert

heiBt Standardabweichung.

Ist die Haufigkeitsverteilung fi, . . ., fr mit Gruppenmitten my, .. ., my gegeben, verwendet man
n
2 _ = \2
Sg = fi(m; — Zy)
j=1
Analog definiert man fir Auspragungen ay, . . . , aj, eines metrisch skalierten Merkmals

S(Zl = Z fj((lj - 1_1)2
j=1

Eigenschaften
Fir alle x,y € R" und a,b € R gilt:

¢ Invarianz unter Lagednderungen:

var(a + x) = var(x).
¢ Quadratische Reaktion auf MaBstabsanderungen:

var(bx) = b*var(x).

¢ Verschiebungssatz:

https://moodle.rwth-aachen.de/mod/book/tool/print/index.php?id=1286015
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e Flr gruppierte Daten:

3

Mittlere absolute Abweichung (MAD)

Die mittlere absolute Abweichung (Mean Absolute Deviation, MAD) ist definiert durch

1 n
MAD:* i_~me .
n;h‘ Timed|
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4.5. Schiefe und Symmetrie

Eine Funktion f(z) heiBt symmetrisch mit Symmetriezentrum m, wenn fiir alle z € R gilt:
fim+z) = f(m—2z).

Eine empirische Verteilung ist linksschief, wenn fiir alle @ > 0 der Anteil der Beobachtungen mit ; > m 4 a groBer ist als der Anteil der
Beobachtungen mit ; < m — a.Im umgekehrten Fall heiBt die empirische Verteilung rechtsschief, bei Gleichheit ist die Verteilung
symmetrisch, dann ist m der Median.

Bestimmung der Schiefe

Das dritte standardisierte Moment ist definiert durch

e mj > 0 : Rechtsschiefe.
e mj < 0 : Linksschiefe.
e mj = 0 : Symmetrie.
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4.6. Quantile

Ein (empirisches) p-Quantil, p € (0, 1), eines Datensatzes &1, . . . , &y, ist ein Wert &, € {z1,...,2,}, sodass

« mindestens p - 100% der Beobachtungen kleiner oder gleich &, sind, und zugleich
« mindestens 100 - (1 — p)% der Beobachtungen gréBer oder gleich Z,, sind.

Félle

enp e N: Z(np) UNd (1) sind p-Quantile. Metrische Skalierung: jede Zahl dazwischen ist ebenfalls p-Quantil.
o np & N: &, = Z(|np|+1) ist das eindeutige p-Quantil.

Quartile
Das 0.25-Quantil heiBt erstes oder unteres Quartil ()1, das dritte Quartil (03 ist das 0.75-Quantil. Der Median ist das zweite Quartil Qs.

Zusammen mit dem Minimum und dem Maximum der Beobachtungen wird der Datensatz durch diese drei Quantile in vier Bereiche mit gleichen
Anteilen aufgeteilt.

Quartilsabstand

Der Quartilsabstand (engl.: interquartile range) ist gegeben durch
IQR = Q3 — Q1.

Fiinf-Punkte-Zusammenfassung

Die Fiinf-Punkte-Zusammenfassung eines Datensatzes besteht aus dem Minimum Zy,;,, dem ersten Quartil Q1 = Zg .25, dem Median Zyed,
dem dritten Quartil Q3 = Zg.75 und dem Maximum Tpax.

Boxplot

Ein Boxplot ist eine grafische Darstellung der Fiinf-Punkte-Zusammenfassung. Hierbei wird eine Box von @1 bis Q3 gezeichnet, die beim Median
einen vertikalen Strich enthélt. An die Box werden Striche (Whiskers) angesetzt, die bis zum Minimum i, bzw. Maximum &,y reichen.

Beobachtungen, die unterhalb der Grenze
Q1 —-15-(Q3— Q1)
bzw. oberhalb der Grenze

Q3 +1.5-(Q3 — Q1)

liegen, heiBen duBere Beobachtungen. Die Grenzen nennt man innere Zaune, wahlt man statt dem Faktor 1.5 den Faktor 3, erhalt man die
duBeren Ziune.

QQ-Plot
Gegeben seien zwei Datensatze
T,y @y und Y1, .., Yn-

Die Datensatze sollen verglichen werden, indem verschiedene p-Quantile gegeneinander aufgetragen werden. Fiir n = m werden die p;-Quantile
mit
pi=1i/n, i=1,...,n,

benutzt, welche gerade die Ordnungsstatistiken ;) und y(;) sind. Ist n %+ m, werden die p;-Werte des kleineren Datensatzes verwendet. Der

QQ-Plot kann wie folgt interpretiert werden:

e InBereichen, in denen die Punkte unterhalb der Winkelhalbierenden liegen, sind die z-Quantile groBer als die y-Quantile, d.h., dass die
y-Verteilung mehr Masse bei den kleinen Werten hat als die x-Verteilung.

e Wenn die Punkte (nahezu) auf einer Geraden liegen, dann kénnen die Datensétze durch eine lineare Transformationy; = a + b - z;
ineinander Uberfihrt werden (Lage- und Skalenanderung).
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4.7. Konzentrationsmessung

Ausgangspunkt ist die Modellierung eines Marktes durch n Merkmalstrager 1, ..., n, fir die n kardinalisierte Merkmalsauspragungen
Z1,...,T, > 0 gegeben sind. Wir gehen davon aus, dass die Merkmalsauspragungen sortiert sind:

Ty Swp <<y

Die j kleinsten Marktteilnehmer vereinen die Merkmalssumme 1 + - - - 4 &; auf sich. In Anteilen ausgedriickt bedeutet dies: Die j/n - 100%

kleinsten Marktteilnehmer vereinen den (Markt-)Anteil

auf sich.

Lorenzkurve

Ty 4o+ T
T+ Tp

Die Lorenzkurve L(t), t € [0, 1], ist die grafische Darstellung der n + 1 Punktepaare

(0,0), (%,m) v (1yan)

durch einen Streckenzug. Man verbindet also diese Punktepaare durch Linien.

Gini-Koeffizient

Der Gini-Koeffizient G ist gegeben durch

G = 2. Fliche zwischen Lorenzkurve und Diagonale.

Es gilt:

Normierter Gini-Koeffizient

Der normierte Gini-Koeffizient G* berechnet sich zu

Herfindahl-Index
Der Herfindahl-Index ist gegeben durch

wobei

den Marktanteil des i-ten Merkmalstrégers notiert.
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4.8. Kontingenztafeln, Randverteilungen und Kontingenzkoeffizienten

Gegeben seien n Punktepaare (1, Y1), - - -, (Zn, Yn ), generiert durch simultane Erhebung der Merkmale X und Y an n statistischen Einheiten.
Wir sprechen auch von einer zweidimensionalen oder bivariaten Stichprobe.

Nominale Merkmale

Fur nominal skalierte Merkmale X und Y, die simultan an statistischen Einheiten beobachtet wurden, geht man wie folgt vor:

Die Merkmalsauspragungen von X seien aq, ..., a,, diejenigen von Y notieren wir mit b1, . . . , bs. Liegt nun eine bivariate Stichprobe
(z1,91), -+, (Tn, Yn) vom Umfang n vor, so stimmt jedes Beobachtungspaar mit einer Auspragung (a;, b;) iberein.

Absolute Haufigkeit

Z&hlt man aus, wie oft die Kombination (a;, b;) in der Stichprobe vorkommt, so erhélt man die zugehérige absolute Haufigkeit h;;.

Kontingenztafel

Die r - s absoluten Haufigkeiten werden Ubersichtliche in einer Tabelle mit r - s Zellen zusammengestellt. Diese Tabelle heifit Kontingenztafel.

Randverteilungen

Die Zeilensummen der Kontingenztafel bilden die absolute Haufigkeitsverteilung des Merkmals X, die Spaltensummen der Kontingenztafel bilden
die absolute Haufigkeitsverteilung des Merkmals Y. Diese Verteilungen heiBen Randverteilungen.

Notation:
S
hie = hi1 + -+ + his :Zhi]‘
=1

hoj:h1j+"'+hrj:2hij
i=1

Division durch n gibt die relativen Haufigkeitsverteilungen der Merkmale.

Bedingte Haufigkeitsverteilung
Die bedingte Hiufigkeitsverteilung von Y unter der Bedingung X = a; ist gegeben durch

hi; fii
fr(bjlas) = h:i = f:’ =1,...,s,
sofern h;e > 0. Entsprechend heiBt
R fii '
fX(az|b]):h7”: fm-’ Z:].,...,’I‘,
o) o]

bedingte Haufigkeitsverteilung von X unter der Bedingung Y = b;.

Empirische Unabhangigkeit

Die Merkmale einer Kontingenztafel heilen empirisch unabhangig, falls

hie - h

hij = T.] S fij = fio - foj

furallei =1,...,7undj=1,...,sgilt

25.04.2023, 12:51



Formelsammlung zur Einfiihrung in die angewandte Stochastik https://moodle.rwth-aachen.de/mod/book/tool/print/index.php?id=1286015

Chiquadrat-Statistik, 2 -Koeffizient
Die MaBzahl

heiBt Chiquadrat-Statistik (x2-Koeffizient) und wird auch mit dem Symbol x? bezeichnet. Es gilt:

fz fzo f’)
= ZZ By

=1 j=

Fur eine (2 X 2) - Kontingenztafel gilt die einfache Formel:

(hi1has — hishor)?

Q - hla h2o holhc2

Kontingenzkoeffizient, normierter Kontingenzkoeffizient

Der Kontingenzkoeffizient nach Pearson ist gegeben durch

K= Q
n+Q
. . . min(r,s)—1 . . - . -
und nimmt die Werte zwischen 0 und K.x = “min(rs) an. Der normierte Kontingenzkoeffizient ist definiert als
K* = K
Kma,x

und nimmt Werte zwischen 0 und 1 an.
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4.9. Empirische Kovarianz, Korrelationskoeffizient und Rangkorrelationskoeffizient

Die empirische Kovarianz einer bivariaten Stichprobe (z1,%1), - - ., (€, Yn) ist definiert als
1 n
Soy=— Y (2 —2) (% —Y)-

i=1

Die empirische Kovarianz ist eine Funktion der beiden Datenvektoren x = (z1,...,2,) undy = (y1, ..., Yn). Mitunter verwenden wir daher
auch die Notation cov(x, y):

Say = COV(X,y).
Eigenschaften: Fiir x,y,z € R" und Zahlen a, b € R gilt:

o cov(x,y) = cov(y, x)
o cov(ax,by) = abcov(x,y)
+ 2z = cov(x,y) + cov(x, z)

+ y)_: var(x) + var(y) + 2cov(x,y)

Korrelationskoeffizient nach Bravais - Pearson

Fur eine bivariate Stichprobe (z1,¥1), - . ., (Zn, Yn) ist der Korrelationskoeffizient nach Bravais-Pearson gegeben durch

Sy E ( z)(yi — Y)
BRI > ST N

Tey = p = cor(x,y) =

wobei s2 = L 37" (z; —2)? und s = 2 37 (i — )%

Eigenschaften des Korrelationskoeffizienten: Fiir alle x,y € R"™ und Zahlen a, b, ¢, d € R gilt:
e —1<r,, <1

e cor(ax +b,cy + d) = cor(x,y)

e |rzy| = 1 gilt genau dann, wenn x und y linear abhéngig sind. Speziell:

1.72y = 1 genau dann, wenny = a + bx mithb > 0
2.7zy = —1 genau dann, wenny = a + bx mit b < 0.

Rangkorrelationskoeffizient

Die der bivariaten Stichprobe (z1,¥1), - . -, (Zn, yn) zugrunde liegenden Merkmale X und Y seien nun ordinal skaliert. Dann kénnen wir den -
und y-Werten Rangzahlen zuordnen:

Die Beobachtung x; erhélt den Rang rx; = k, wenn x; an der k-ten Stelle in der Ordnungsstatistik Z(1)s- -+ &(n) Steht: ; = a(y). Ist die

Position k nicht eindeutig, da es mehrere Beobachtungen mit dem Wert x; gibt, dann verwendet man das arithmetische Mittel dieser Positionen
(Mittelrange).

Fur n > 4 ist der Rangkorrelationskoeffizient nach Spearman gegeben durch

Zzlz

Rp =1 n(n+1)(n—1)

mit d; =TY,; —T‘X,i,i: 1,...,n.
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4.10. Einfache lineare Regression und KQ-Methode

Gesucht werden Koeffizienten a, b, so dass die Gerade
flz)=a+bz, zeR,

den Datensatz (21, Y1), - - - , (Zn, Yn) bestméglichst approximiert.

Kleinste - Quadrate Methode (KQ-Methode)
Bei der KQ-Methode wird die Zielfunktion

Q@) =3 — (a+be))?  (a,b) € B2,
i=1

minimiert. Die Minimalstelle (a, b) ist gegeben durch

bh— Say _ Z;I:l(mi —Z)(yi — 9)

s3 Z?:l (zi —2)?

a=7y— bz.

Ausgleichsgerade, Regressionsgerade

Sind a, b die KQ-Schétzer fur a, b, dann ist die Ausgleichsgerade (geschitzte Regressionsgerade) gegeben durch

flz)=a+ b- Z, T € [Tmin, Tmax|-

Das Intervall [Zymin, Tmax] heiBt Stiitzbereich der Regression.

Die Werte

U; —a+b-z;, i=1,...,n
heiBen Prognosewerte oder auch Vorhersagewerte. Die Differenzen zu den ZielgroBen Y;,
€i=v—9;, it=1...,n,

sind geschéatzte Residuen (kurz: Residuen).

Weiterhin sind

n n n
SST =) (yi—9)?, SSR=> (4i—y)* und SSE=) é.
i=1 i=1

i=1

Es gilt die folgende Streuungszerlegung:

SST = SSR+ SSE

Der durch die Regression erklirte Anteil R? = % heiBt BestimmtheitsmaB und es gilt R? = r%y = cor(x, y)2
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