Grenzwertsatze und Konvergenzbegriffe

Gegeben: Eine Folge von Zufallsvariablen:

X17 X27 X37 e
Formaler:

X, n=12...
Betrachte speziell die Folge der arithmetischen Mittelwerte:
_ 1 <&
X, = nz;x,-, n=1,2,...
I=

X1+Xo Xi+X0+X3
X1, > , 3 yees
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Computerexperiment |: Folge der arithmetischen Mittel

Computerexperiment I:
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Gesetz der groBen Zahl

Beobachtung:
e Die Folge der X, nihert sich einem festen Wert an.
o Welcher Wert ist das?
@ Wie kann man diese 'Konvergenz' beschreiben?

Fundamentales Resultat 1: Gesetz der groBen Zahl
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- . ~7 X
Computerexperiment Il: Verteilung von X,

Simuliere auf dem Computer eine Zufallsstichprobe vom Umfang n
X1y, Xy~ F,

F: vorgegeben, und berechne X,,. Beispiel in R:

x = rexp(100)
res = mean(x)

Wiederhole dies S = 10000-mal, um eine Stichprobe von X p-Werten zu
erhalten. Fiihre dies fiir verschiedene Verteilungen durch.

Um Histogramme von verschiedenen Simulationen besser vergleichen zu
konnen, standardisieren wir X,,. D.h.: Berechne statt X,

- Xp—
X:_ Xn =t
o/\/n
wobei p der Erwartungswert und o die Standardabweichung der gew3hlten

Verteilung ist.
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Beispielprogramme

R/Splus: Simuliere 10000 X10-Werte fiir X; ~ U[0, 1].
res = numeric(10000)
for ( i in (1:10000) ) {

x = runif (100)

res[i] = mean(x)

}

hist(res)

Matlab/Scilab:
res = zeros(10000,1);
for i = 1:10000, x = rand(10,1,’exp’);
res(i)= mean(x);
end;
histplot( 8, res );
Frage: Wie muss das Programm modifiziert werden, um Histogramme fiir
die standardisierten Mittelwerte zu erhalten?
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Computerexperime : Beobachtungen normalverteilt

n=2 n=15
w I
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Computerexperiment 1: Beobachtungen normalverteilt

Erklarung:

Wir wissen, dass Linearkombinationen
a1 X1+ -+ a Xk

von normalverteilten Zufallsvariablen wieder normalverteilt sind. Daher ist
auch X, normalverteilt.

Das Computerexperiment ist also im Einklang mit der Theorie, wenn die
X; normalverteilt sind.

Frage: Was passiert, wenn die X; anderen Verteilungen folgen?
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Computerexperiment 2: Beobachtungen nicht

normalverteilt
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Asymptotische Verteilung

Beobachtung:

o Fiir kleine n ist die Verteilung sehr schief und nicht durch eine
Normalverteilungsdichte approximierbar.

e Fiir groBes n scheint die Verteilung von X, der Normalverteilung sehr
ahnlich zu sein,

@ und zwar auch dann, wenn die einzelnen X; nicht normalverteilt sind!
o Gilt das tatsichlich?
@ Wie kann man diese Form der 'Konvergenz' beschreiben?

Fundamentales Resultat 2: Zentraler Grenzwertsatz

Aber zunichst zum ersten fundamentalen Resultat...
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Das Gesetz der groBen Zahlen

X1, ..., X, seien unabhdngig und identisch verteilt mit
p=E(X1),  o®=Var(Xy)
Sei

_ 1<
x,,:n;x,-

Wie groB ist der Fehler, wenn man X, statt 1 verwendet?
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Das Gesetz der groBen Zahlen

Fehler: B
Fn= ‘Xn - M|
Toleranz
e>0
Ereignis:

{Fo> et ={|1Xp—pl > e}

Woahrscheinlichkeit B
P(IXn — pul > ) =7
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Tschebyschow-Ungleichung

Tschebyschow (Chebychev, Tschebyscheff, éeby§'év)—Ung|eichung

X1, ..., X, i.i.d. mit Varianz 02 € (0, 00) und Erwartungswert .
Dann gilt:

'D(|7n_ﬂ|>5)§

Diskussion der oberen Schranke:
@ Schranke umso besser, je kleiner o?.

@ Schranke umso besser, je groBer n.
© Die Verteilung der X; geht nur iiber o2 ein!
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Das Gesetz der groBen Zahlen

Schwaches Gesetz der groBen Zahlen

X1,..., Xy i.i.d. mit Erwartungswert p und Varianz 02, o2 € (0, 00).

Dann konvergiert das arithmetische Mittel X, = >0 X im

o
stochastischen Sinne gegen den Erwartungswert i, d.h. fiir jede
Toleranzabweichung ¢ > 0 gilt:

'D(|7n_ﬂ|>5)_>07

wenn n gegen oo strebt.
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Konvergenzbegriff: Stochastische Konvergenz

Allgemein definiert man:
Definition: (i) Eine Folge Xi, Xa, ... von Zufallsvariablen konvergiert
stochastisch oder in Wahrscheinlichkeit gegen die Zufallsvariable X,
wenn fiir alle € > 0 gilt:

P(| X, — X| >¢€) — 0, n— oo.

Notation: X, £> X, n — oo.
(i) Eine Folge X1, X, ... von Zufallsvariablen konvergiert stochastisch
oder in Wahrscheinlichkeit gegen die Konstante a, wenn fiir alle ¢ > 0
gilt:

P(| X, —a| > ¢) — 0, n— oo.
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Konvergenzbegriff: Stochastische Konvergenz

Rechenregeln: X1, X,,--- und Y7, Y5, --- seien Folgen von ZVen.
(i) AusX,,£>a, n — oo und Y, LA b, n — oo folgt fur A\, u € R:

AN Xotu-Yo B Natu-b  n— oo

(ii) Aus X, 5 X, n — oo, und Y, 5 b, n — oo folgt

X, Y, 5 X b, no .
und, falls b # 0 und ein ny € N existiert mit P(Y, # 0) fiir n > ng,
Xn P X N
Y, b n— oo

(iii) Aus X, A X, n— oo, und Y, LY Y, n — oo, folgt fiir jede stetige
Funktion f: f(X,) 5 f(X), n— oo.

(iv) Aus X, L X, n— 00, und Y, LA Y, n — oo, folgt fiir jede stetige
Funktion f : R? — R: Falls (X, Y) und f(X,, Y,) definiert sind fiir alle

n €N, dann gilt: £(Xp, Yn) & F(X, Y), n — cc.
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Beispiele: Gesetz der groBen Zahlen/stochastische

Konvergenz

Beispiele:

(i) X, und Y, seien die arithmetischen Mittelwerte aus zwei
i.i.d-Stichproben Xi, X5, und Yy, Y2, -+ mit Erwartungswerten px und
py > 0. Dann gilt X,/Y, LA ux/py, n — 0o.

(ii) Um die Laufzeiten ¢, und ¢, von zwei nacheinander geschalteten
Algorithmen abzuschatzen, werden die Algorithmen jeweils n mal
unabhangig voneinander unter identischen Bedingungen gestartet, so dass
die einzelnen Laufzeiten Xy, -, X, und Yi,--- Y, als einfache
Stichproben mit Erwartungswerten ¢, und /,, angesehen werden k&nnen.
Man approximiert nun ¢, durch X, und ¢y, durch Y ,. Da nach dem
schwachen Gesetz groBer Zahlen X, f) e und Y, ﬂ) ¢,, wenn n — oo,
folgt nach Rechenregel (i):

7,,+an>ex+£y, n— oo.
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Das Gesetz der groBen Zahlen

Fixiere einen Ausgang w € €.

@ Die Realisationen
X1 = Y1((“‘})a X2 = Yz(b.)), s
sind eine reelle Zahlenfolge.
@ In Abhidngigkeit von w gilt

lim Xp(w)=p

n—oo

oder nicht.

@ Das starke Gesetz macht eine Aussage iiber die Menge der w, fiir die
Konvergenz vorliegt:

{ lim X,(w) = ,u}
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Das Gesetz der groBen Zahlen

Starkes Gesetz der groBen Zahlen

Xi,...,Xp i.i.d. mit E|X1| < oo und Erwartungswert p.

Dann konvergiert das arithmetische Mittel mit Wahrscheinlichkeit 1 gegen
W, d.h.

P(X, — p) = P({w|X,(w) konvergiert gegen pu}) = 1.

Diskussion:
@ Schwichere Voraussetzungen: Varianz muss nicht existieren.

@ Aussage starker: Konvergenz mit Wkeit 1.
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Hauptsatz der Statistik

@ Der Hauptsatz der Statistik macht eine Aussage iiber die Konvergenz
der empirischen Verteilungsfunktion.

@ Dieses Ergebnis ist fundamental, da sehr viele Funktion von
Stichprobenvariablen Xi, ..., X, hierliber ausgedriickt werden kdnnen.

© Also: Der Hauptsatz der Statistik liefert die rigorose Begriindung,
warum Statistik 'funktioniert’'.

Hauptsatz der Statistik

Die Zufallsvariablen Xj, ..., X, ... seien unabhéngig und identisch (i.i.d.)
nach der Verteilungsfunktion F verteilt.

Dann konvergiert der (maximale) Abstand zwischen der empirischen
Verteilungsfunktion F,(x) und der wahren Verteilungsfunktion F(x)
mit Wahrscheinlichkeit 1 gegen 0:

P(nmrpéxw( ) — F(x)] :0) =
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Konvergenzbegriff: Fast sichere Konvergenz

Allgemein definiert man:

Definition: (i) Eine Folge X1, X, ... von Zufallsvariablen konvergiert
fast sicher oder mit Wahrscheinlichkeit 1 gegen die Zufallsvariable X,
wenn gilt:

P(lim |X,— X|=0)=1

n—oo

. fs.
Notation: X, =3 X, n — o0o.

(i) Eine Folge X1, Xa, ... von Zufallsvariablen konvergiert fast sicher
oder mit Wahrscheinlichkeit 1 gegen die Konstante a, wenn gilt:

P(n||_>r‘rc1>o | Xn—al=0)=1
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Konvergenzbegriff: Fast sichere Konvergenz

Rechenregeln: X1, X,,--- und Y7, Y5, --- seien Folgen von ZVen.
(i) Aus X, S an—oound Y, 5 b, n— oo folgt fiir A\, u € R:

AN Xotu- Yo S XNatu-b, n— .

(i) Aus X, =3 X, n — 0o, und Y, =3 b, n — oo folgt

X, Y, S X b, oo
und, falls b # 0 und ein ny € N existiert mit P(Y, # 0) = 1 fiir n > no,
Y, . n— oo

(iii) Aus X, fs X, n— oo, und Y, fs Y, n — oo, folgt fiir jede stetige
Funktion f: f(X,) fs f(X), n — oo.

(iv) Aus X, fe X, n— o0, und Y, fe Y, n — oo, folgt fiir jede stetige
Funktion f : R? — R: Falls (X, Y) und f(X,, Y,) definiert sind fiir alle

n €N, dann gilt: £(Xp, Ya) =5 £(X, Y),n = oc.
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Anwendung: Konvergenz der Stichprobenvarianz

Sind Xi,---, X, i.i.d. mit Erwartungswert p und Varianz o2 € (0, 00), so
heiBt
o 1 v 1<
Gh = nzl(xi—xn) = n;Xi -
1= =

Stichprobenvarianz 1 Es gilt
Var(X1) = 0?2 = E(X?) — 2 & E(X}) = o> + p2 € R. X2, -+, X2 erfiillen die
Voraussetzungen des starken Gesetzes groBer Zahlen:

fZXzfs E(X})=0°+pu?, n— oo,

Ferner: X, % p undf(x) = x? stetig W x (X ) = f(Xn) Ls f(p) = p?,n — .
Rechenregel (i) liefert nun die f.s. Konvergenz der Stichprobenvarianz:

_ %Zx,? — (Xn)* 5 (02 + ) — 2 = 02,

!Die zweite Formel folgt durch Ausmultiplizieren von (X; — X,)? und
zusammenfassen.
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Der zentrale Grenzwertsatz: Vorbereitung

X1, Xa, -+ i.i.d.-Zufallsvariablen mit Erwartungswert ;1 und Varianz
02 € (0,00).

Gesetz der groBen Zahlen:

~ fs.
Xn =, n— oo

Aquivalent:

Y,,—,ﬂ's'o, n — oo

Skaliert man die Abweichung X, — p mit v/n, so 'kollabiert’ der Ausdruck
nicht mehr gegen 0.

Die mit y/n skalierte Abweichung folgt einem universellem Fehlergesetz.
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Der zentrale Grenzwertsatz

Die Simulation der Verteilung von Y: legt folgende Vermutung fiir
Ereignisse A nahe.

Vermutung: In groBen Stichproben gilt fiir Intervalle [A, B]:
P(X, €[AB)~ P(Z € [ab]), (Z~N(0,1)),
und somit:

P(X, € [a, b]) = P(Z, € [a, b]), Z, ~ N(p,0?/n).

Zusammenhang: P (X, € [a, b]) = (X € [0/ﬁ7 U/\[]>
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Der zentrale Grenzwertsatz

Zentrale Grenzwertsatz (ZGWS)
Xi,..., X, i.id. mit

p=E(Xy), &%= Var(Xy) € (0,00).

Dann gilt: X, ist asymptotisch N(u, o2 /n)-verteilt,

Xn ~ approx N(,U’a 0,2/n),

in dem Sinne, dass die Verteilungsfunktion der standardisierten Version
gegen die Verteilungsfunktion der N(0, 1)-Verteilung konvergiert:

Xn—
P<ﬁ MSX)—)(D(X), n — 0o.
o
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Der zentrale Grenzwertsatz

Die Aussage des zentralen Grenzwertsatzes bleibt giiltig, wenn die in der
Praxis meist unbekannte Streuung o durch die empirische
Standardabweichung

ersetzt wird. )
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ZGWS: Fallgestaltung

Szenarioanalyse

Fallgestaltung und Aufgabe:

Ein Autohersteller betrachtet im Rahmen einer Szenarioanalyse die
Wahrscheinlichkeit, dass der Gesamtgewinn von n Autoh&usern die
Benchmark b erreicht.

Hierzu wurden n Autohduser ausgewahlt, die in verschiedenen - aber
vergleichbaren - GroBstddten unabhangig voneinander operieren und von
vergleichbarer GroBe sind.

Es ist zu klaren, wie die gesuchte Wahrscheinlichkeit - zumindest
naherungsweise - ermittelt werden kann.
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ZGWS: Fallgestaltung

Modellbildung:

Die zukiinftigen zufallsbehafteten Quartalsgewinne Xi, ..., X, werden als
einfache (i.i.d.-) Zufallsstichprobe aufgefasst mit Erwartungswert 1 und
Varianz 02 € (0, 00).

Die genaue Verteilung der Quartalsgewinne ist unbekannt. Lediglich der
erwartete Quartalsgewinn wird im Rahmen der Szenarien spezifiert. Als
relevanter Bereich wird festgelegt:

12<pu<16
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ZGWS: Fallgestaltung

Problemformulierung
Bestimme (approximativ) die Wahrscheinlichkeit, dass der Gesamtgewinn

n
C=Xi+ - +Xo=)_ X
die Benchmark b iibersteigt, also

P(G > b) = (ZX >b>

Wir werden sehen, dass der ZGWS eine praktikable Losung erméglicht,
sofern n nicht zu klein ist.
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Der zentrale Grenzwertsatz

O Xi,.... X %" F(x) mit

w=E(X1), o2 = Var(X;) € (0, 00).
@ Arithmetisches Mittel:

- - 2

erfiillt: E(X,) = p und Var(X,) = %-.
@ Dann erfiillt die standardisierte Version

~* Y,,—,u
X = =

E(X,) =0 und Var(X,) = 1 fiir alle n € N!

X — 1

Prof. Dr. A. Steland ISW RWTH Aachen EAS 249 / 252



ZGWS: Anwendung auf die Fallgestaltung

Der Zentrale Grenzwertsatz liefert die Ndherung
P<;X; > b) = P<5:/;TZ“ > b\;ﬂ%‘)
o)
o)
Schritt 1: Standardisieren.

Schritt 2: Riickfiihrung auf die (tabellierte) Verteilungsfunktion der N(0, 1)-Verteilung.
Schritt 3: Ersetzen von o durch &,.

Hierbei ist

Q

Q

b : Benchmark
i erwarteter Quartalsgewinn im Szenario

on : Schatzung fiir o
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ZGWS: Anwendung auf die Fallgestaltung

Zahlenbeispiel:
Sei n = 36. Fiir die Standardabweichung liege eine Schatzung aus
historischen Daten vor:

o, = 0.2 Mio Euro.

Benchmark: b =50.4, d.h. 1.4 Mio pro Handler.

Als relevante Szenarien werden erwartete Quartalsgewinne zwischen 1.2
und 1.6 Mio Euro betrachtet.

Die folgende Grafik zeigt die zugehdrige approximative Wahrscheinlichkeit,
die Benchmark zu erreichen oder sogar zu schlagen.
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ZGWS: Anwendung auf die Fallgestaltung

Wahrscheinlichkeit
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