Normalverteilung

X heiBt normalverteilt mit Parametern 1 € R und o2 € (0, 00), falls X die
Dichte

a2)\X) =
Plnon)(X) = 5=
hat — GauB’sche Glockenkurve.

Carl Friedrich GauB (1777-1885): Beriihmter Gottinger Mathematiker

exp <_(x—u)2> , x € R.

202
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Eigenschaften

Verteilungsfunktion:

Puy¥) = | opua(t)de = p

Quantilfunktion (Umkehrfunktion):

x =0 (P)

Es gibt keine expliziten Formeln! — Computer / Tabellen
R: p = pnorm(x), x = gunorm(p).
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Eigenschaften

Eigenschafen der Normalverteilung

o E(X) = ffooo X()O(,u,oa)(x)dx = U
@ Var(X) = [, (x = 1)p(uey(X)dk = o2

© Dichte hat Symmetriezentrum: p
@ Dichte hat Wendepunkte bei p + o
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Rechnen mit normalverteilten ZVen

Rechenregeln

Q@ X ~ N(u1,02) und Y ~ N(uz,03) unabhingig, dann gilt:
X+ Y ~ N(ui + p2, 0% + 03).

Q Ist X ~ N(p,0?) und sind a, b € R, dann gilt:
aX + b~ N(ap + b, a%0?).

© Ist X ~ N(u,0?), dann gilt:

X—p
g

X* =

~ N(0,1).

X*: Standardisierte Version.
Q Ist X* ~ N(0,1), dann gilt

pt o X5~ N, 0%).
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Normalverteilung: Rechenregeln

Sind X1,..., X, ~ N(u,0?) unabhingig, dann ist das arithmetische Mittel
normalverteilt mit Erwartungswert y und Varianz o2/n:

X ~ Ny, 0/n)

und - -
« X = X —
_ N_\/E K

ST

~ N(0,1).
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Zufallsvektoren

Zufallsvektoren
Q abzihlbar, dann heiBt jede Abbildung

X:Q—R" w i X(w) = (X1(w), ..., Xa(w))

in den n-dimensionalen Raum R"” Zufallsvektor.

Zusatz: Ist Q iiberabzihlbar, dann miissen alle X;, i = 1,..., n, messbar
sein. )
Realisationen von X = (Xi, ..., X,) sind Vektoren x im R":
x=(x1,...,x5) € R".
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Verteilung eines Zufallsvektors (X, Y)

Verteilungsfunktion:
Fix,y)=P(X<x,Y<y), xy€eR

Es gilt: F(—o0,y) = PUX < —00} N {Y < y}) = P@N{Y <y})=0.
Rand-Verteilungsfunktionen:

Fx(x) = P(X < x) = F(x,00) = yIme F(x,y)

Fy(y) =P(Y <y) = F(oo,y) = lim F(x,y)

X—00

Fir (Xi,..., Xy) entsprechend, z. B.

F(X,Y,Z)(ooayaoo):P(YSy)v y eR.
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Verteilung eines Zufallsvektors (X, Y)

Diskrete Zufallsvektoren: Verteilung durch Zihldichten gegeben
pl.y)=P(X=x,Y=y), (xy)€R?

e Stabe iiber der (x, y)-Ebene an denjenigen Stellen (x,y) mit
P(X =x,Y =x) >0, sonst 0.
e Entspricht der Kontingenztabelle der gemeinsamen Wahrscheinlichkeiten.

o P(X €AY € B) = Z(x,y)GAXB p(x,y)
(Summe der Stabe, die in A x B stehen.)
Stetige Zufallsvektoren: Verteilung gegeben durch Dichte f(x, y)

f(x,y) >0,(x,y) € R?, / / f(x,y)dxdy =1

e 'Gebirge' iiber der (x, y)-Ebene.
e Pla< X <bc<Y<d) :fabfcdf(x,y)dydx
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Produktverteilung

Produktmodell / Produktverteilung
Produkt-Verteilungsfunktion

F(x,y) = Fx(x)- Fy(y),  (x,y) €R?

Produkt-Zahldichte

p(,y) = px(x)-py(y),  (x,y) €R?

Produkt-Dichtefunktion

fx,y) =fx(x)-fr(y), (xy)eR?

Dies entspricht der stochastischen Unabhangigkeit von X und Y.
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Verteilung eines Zufallsvektors (X, Y)

Beispiel: X ~ Bin(10,0.4) und Y ~ Poi(2) seien unabhangig. Dann gilt:

1 2/ —1
P(X =k Y =1 = <f)0.4k0.610_k-Ie',kzo,...,n,k:0,1,2,...

Beispiel: Sind X, Y ~ N(0, 1) unabhéngig, dann hat (X, Y) die Dichte

Flx.y) = ngTexpo—x2/z)-Nngexpc—yZ/z)

= - ep(—(2 +¥)/2)

fiir (x,y) € R2.
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Beispiel: Gelte (X, Y) ~ f(x,y) wobei

ANe AHY) - x y >0
flxy) = { 0, sonst

Fiir alle x,y > 0 gilt:
F(x,y) = Ne A0 = \2e™ e — (Ae™)(Ne™V)
f(x, y) ist das Produkt von zwei Exp(\)-Dichten (die 0 sind auf der

nichtpositiven Halbachse). Also sind X und Y unabhéngig und identisch
Exp(\)-verteilt.
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Bedingte Verteilung, Unabhangigkeit

X, Y diskret mit Werten in X = {x1,x2,...,} bzw. Y = {y1,y2,..., }.
© Bedingte Wahrscheinlichkeit von X = x; gegeben Y = y;:

’D(X =X, Y :.yj) _ p(Xl'v.yj)
PY =) Py (%)
p(xi, yj): gem. Zahldichte, py(y;): Zahldichte von Y.

@ Definiert die bedingte Zahldichte

P(X = x|Y = yj) =

2lx,y) €
p(xly) = pxiy(xly) = P(X =x|Y =y) = { av)> ¥ €Dy
px(x), ¥y €{yi,y2,---5 )

© Endlicher Fall: p(x;, y;): Tabelle (Kontingenzafel), py(y;): Rand

@ Entsprechend definiert man die bedingte Wahrscheinlichkeit von
Y = y; gegeben X = x;.
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Bedingte Zahldichten

Beispiel: X, Y seien Zufallsvariable und es gelte:

P(Y=0)=0.2, P(Y=1)=0.28
Stochastische Abhangigkeit bei Verletzung der Produktregel:
Y\ X | 1 2 3
0 0.02 0.08 0.1 0.2

1 0.08 042 03 0.3
01 05 04 1

Bedingte Wahrscheinlichkeit fiir X = 2 gegeben Y = 1:

pxy(2, 1) o 0.42

PIX =2y =1) = =25 = 2

=0.525
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Beispiel: Klassifikation im Machine Learning

Problem: Klassifiziere Objekte in 2 Klassen, 0: ok, 1: defekt
Klassifizierer (Algorithmus) berechnet Y = g(X) € {0, 1}.

X: Zufallsvariable(n) (Input-Feature(s))

Z: wahres Label mit Werten in {0,1} (unbeobachtet).

Beispiele: Virus (defekt=infiziert), Produktion (Objekt=Produkt), ...
Entscheidung fiir Klasse 0: ,,0" = {Y = 0},

Entscheidung fiir Klasse 1: ,,1" = {Y =1}

Wahre Wahrscheinlichkeiten in der Population:

wahres Label Z

Klassifizierer Y 0 1
,,0" Poo Po1 Poo + Po1
17 P10 P11 p1o + p11

Fehlklassifikationswahrscheinlichkeit: pe,r = po1 + p1o.
Falsch-Positiv-Rate: P(Z =0|Y =1) = 20—

p1o+p11
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Beispiel: Klassifikation im Machine Learning

Falsch-Positiv-Rate: P(Z =0]Y =1) = B¢
Analyse des Z3hlers:

po = P(Y =1{Z =0)P(Z =0)
—(1-P(Y=01Z=0)) (1-P(Z =1))

Hier ist P(Y = 0|Z = 0) die Spezifitdt des Klassifiziers (richtige
Entscheidung bei Nicht-Defekten) und P(Z = 1) der Defektanteil.
Falsch-Positiv-Rate kann sehr groB sein, wenn Spezifitdt nicht nahe 1
und/oder Defektanteil klein!

Sensitivitat: P(Y = 1|Z = 1) (Erfolgsrate unter Defekten)

e Algorithmen optimieren in der Regel pe,r = po1 + p11

e Sensitivitdt und Spezifitdt schitzbar aus Testfillen mit Z bekannt.
e Anwendung problematisch, wenn Falsch-Positiv-Rate hoch!
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Simpson's Paradoxon

Situation: Verteilung von Y gegeben X = x interessiert. Zusitzliche

Variable Z

Beispiel: Fahrpriifungen: Y: best. / n. best., X: M/W, Z: Tag 1, 2
Tabellen nach Tagen (Werten von Z):

Y\X |M F
.. best. 1 9 Ao 0
Tag Z = 1: Cobest | 0 1 Durchfallquoten: 0 %, 10 %
1 10
Y\X |M F
.. best. 3 1 . 0
Tag Z = 2: Cobest | 11 Durchfallquoten: 25%, 50 %
4 2
Y\X | M F
_ ~ best. 4 10 Ao o
Aggregiert iiber Z: N obest. | 1 2 Durchfallquoten: 20%, 16.67 %
5 12
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Simpson's Paradoxon

Paradoxon: Das Ergebnis kehrt sich um, d.h. aggregriert anderes Ergebnis
als aufgeschliisselt!

Ursache: Verteilung von Variable Z unterschiedlich fiir Werte von X:
Verteilung von Z unter Mannern: 1/5,4/5

Verteilung von Z unter Frauen: 10/12,2/12

(Manner wahlen meist Tag 2, Frauen Tag 1)

Rechnerisch gilt: (Y =1 fiir n. best., rel. Hf. als Wkeiten)

P(Y=1X=M)=P(Y=1X=MZ=1)- P(Z=1X=M)

Quote aus Teilpopulation Z =1 Anteil Z=1unter X =M
FP(Y=1X=M2Z=2) P(Z=2/X=M)

Quote aus Teilpopulation Z =2 Anteil Z =2 unter X = M
01,14 1
“1'572'5 5

110 12 2 1 -

PlY=1X=F)= —— - = —=—-=0.1
( | ) 1012+212 12 6 0-16
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Simpson’s Paradoxon: Klassisches Beispiel

Klassisches Beispiel: Y: Zulassung zum Studium, X: Geschlecht, Z:
Studienfach.

Berkeley 1973: 35% der Frauen zugelassen, aber 44% der Manner.
Frage: Liegt eine Diskriminierung vor?

Analyse aufgeschliisselt nach Studienfichern (Fakultdten) bestatigte den
Verdacht nicht.

Ursache: Verteilung des Studienfachs Z bei Frauen anders als bei
Mannern. Frauen bewarben sich hdufiger als Manner fiir Facher mit
niedrigen Zulassungsquoten fiir beide Geschlechter.
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Simpson'’s Paradoxon und Big Data/ML/Al

e In der Regel ist die Detailanalyse nach den Werten Z informiver und
liefert eine genauere Interpretation.

e Generell Vorsicht bei aggregierten Daten/Tabellen! Besser aufschliisseln
nach weiteren (potentiellen) Einflussvariablen.

Allgegenwartiges, reales Problem bei Big Data, ML, Al:

Diskriminierung, Bias, Fairness-Begriff

Datenbestinde kdnnen ungewollten gesellschaftlichen Bias und
Diskriminierung abbilden. Schlechterstellung/Nachteil (sagen wir Y = 1)
bei Vorliegen von bestimmten Auspriagungen (X = x*) haufiger als bei
anderen Auspragungen von X. Kl-Verfahren lernen dies aus den Daten.
Was soll Fairness bedeuten? Gleiche Quoten marginal oder in
Teilpopulationen (Z = z)?
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Bedingte Dichten

Bedingte Dichte

X und Y stetig verteilt: (X, Y) ~ f(x,y).
Bedingte Dichte von X gegeben Y =y (y fest):

f(x,)

(V) fy > 0,
f (X’y)=fxw(x\y)={ o fi(ﬁ:o

x(x),

(

Dies ist als Funktion von x eine Dichte (fiir jedes y € R).
Notation: X|Y =y ~ fx|y(x|y).
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Bedingte Dichten

Beispiel: Bedingte Dichte fiir y > 0:
fxly) =y e Loee)(x),  x€R.

Ist Y ~ U(1,3), dann ist die gemeinsame Dichte

1 —yXx
- | sy-e y €[1,3],x >0,
Fooy) = Fxy)fv(v) = { 0, x <0 oder y <1 odery > 3.
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Kriterien fiir Unabhangigkeit

© Diskreter Fall: X und Y sind genau dann stochastisch unabhangig,
wenn fiir alle x und y gilt:

pxiy(Xly) = px(x)  bzw.  pyx(y[x) = py(y).

bzw. p(x, y) = px(x)py(y)
(gem. Zahldichte = Produkt-Zahldichte)

@ Stetiger Fall: X und Y genau dann stochastisch unabhingig, wenn fiir
alle x und y gilt:

fxjy(x) = fx(x)  bzw. fyix(v) = fr(y).

bzw. f(x,y) = fx(x)fy(y) (gem. Dichte = Produktdichte).

© X, Y ist genau dann stochastisch unabhangig, wenn fiir die
gemeinsame Verteilungsfunktion Fx y)(x,y) fiir alle x,y € R gilt:

Fix,v)(x,¥) = Fx(x) - Fy(y)-
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