
Zufallsvariablen und ihre Verteilung

Oftmals interessiert nicht ! 2 ⌦ (zu fein), sondern

x = X (!),

wobei X eine Abbildung (=Algorithmus) ist: Informationsverdichtung.

Zufallsvariable
Eine Abbildung

X : ⌦ ! X ⇢ R, ! 7! X (!),

⌦ abzählbar, in die reellen Zahlen heißt Zufallsvariable (mit Werten in
X ).
x = X (!): Realisation.
Zusatz: Allgemeines ⌦: X muss messbar sein:

{! 2 ⌦ : X (!) 2 B} 2 A für alle Ereignisse B von X .
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Zufallsvariablen und ihre Verteilung

2.5 Zufallsvariablen und ihre Verteilung 97

In der Regel gibt es einen Zeitpunkt t, an dem der eigentliche Zufallsvorgang
stattfindet bzw. abgeschlossen ist, so dass ein Element ! der Ergebnismenge
� ausgewählt wurde. Ab diesem Zeitpunkt können wir nicht mehr von Wahr-
scheinlichkeiten reden. Ist A ein Ereignis, dann gilt entweder ! 2 A oder
! 62 A. Vergleiche hierzu die Abbildung 2.1. Dann liegt auch der konkrete
Wert x = X(!) fest. Vor dem Zeitpunkt t hingegen wissen wir noch nicht,
welchen Ausgang das Zufallsexperiment nimmt. Das Wahrscheinlichkeitsmaß
P beschreibt, mit welchen Wahrscheinlichkeiten Ereignisse eintreten. Da der
Versuchsausgang noch nicht feststeht, ist auch der interessierende numerische
Wert noch unbestimmt. Dies wird durch die Verwendung von Großbuchstaben
kenntlich gemacht: X symbolisiert also den numerischen Wert eines Zufalls-
vorgangs, der gedanklich in der Zukunft liegt, x symbolisiert einen Zufallsvor-
gang, der gedanklich abgeschlossen ist.

�

Wahrscheinlichkeit P

P (A)

P (X = x)

Logik, Realisation

!� 2 A oder !� �2 A

x� = X(!�)

t�

!� 2 �

Abb. 2.1. Im Zeitpunkt t� findet der Zufallsprozess statt: Es realisiert sich !� 2 �
(z.B. durch eine Ziehung). Vorher kann man von Zufall sprechen und Wahrschein-
lichkeiten berechnen. Für Zufallsvariablen X können höchstens Wahrscheinlichkeiten
P (X = x) oder etwa P (X 2 B) bestimmt werden, dass ein gewisser Wert x ange-
nommen wird oder dass sich X in einer Menge B realisiert. Nach dem Zeitpunkt
t� liegt für alle Ereignisse fest, ob sie eingetreten sind oder nicht. Ebenso liegt die
Realisation x� = X(!�) von X fest.

2.5.1 Die Verteilung einer Zufallsvariable

Ist A ⇢ X ein Ereignis, dann können wir das Ereignis betrachten, dass X
Werte in der Menge A annimmt. Dieses Ereignis wird abkürzend mit {X 2 A}
bezeichnet,

{X 2 A} = {! 2 � : X(!) 2 A},

und tritt mit der Wahrscheinlichkeit

P (X 2 A) = P ({! 2 � : X(!) 2 A})

ein. Als Funktion von A erhalten wir eine Wahrscheinlichkeitsverteilung:
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Diskrete Zufallsvariablen

Ein wichtiger Spezialfall:

Diskrete Zufallsvariable
X heißt diskrete Zufallsvariable, wenn

X = {X (!) : ! 2 ⌦}

eine diskrete Menge (endlich oder abzählbar) ist.

Notiz: ⌦ diskret ) Alle ZV sind diskret.
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Verteilung einer Zufallsvariablen

Motivation: Glücksspiel-Programm

Wähle zufällig eine Zahl zwischen 1 und 100.

Auszahlung:
0 EUR, falls die Zahl kleiner oder gleich 90 ist.
1 EUR, falls die Zahl größer als 90 und kleiner als 100 ist.
2 EUR bei einer 100.

Bestimme die ,,Gewinnverteilung”.
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Lösung: Der zugrunde liegende Wahrscheinlichkeitsraum ist gegeben
durch (⌦,P), mit der Ergebnismenge

⌦ = {! : ! 2 {1, . . . , 100}} = {1, . . . , 100}

und dem Wahrscheinlichkeitsmaß P : Pot(⌦) ! [0, 1],

P({!}) = 1

100
, für alle ! 2 ⌦

Der Gewinn X : ⌦ ! X ⇢ R, ist eine Abbildung (genauer: Funktion) mit
Werten in X = {0, 1, 2} gegeben durch die folgende Tabelle:

! 1, . . . , 90 91, . . . , 99 100
x = X (!) 0 1 2
P(X = x) 90

100
9

100
1

100

Es gilt:

P(X = 1) = P({! 2 ⌦ | X (!) = 1}) = P({91, . . . , 99}) = 9

100

P(X = 0) =

P(X = 2) =

Hierdurch ist eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf X = {0, 1, 2} definiert.
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Verteilung einer Zufallsvariablen

Sei A ⇢ X ein Ereignis.
Das Ereignis, dass sich X in A realisiert, also

{X 2 A} := {! 2 ⌦ : X (!) 2 A},

tritt mit Wkeit

P(X 2 A) = P({! 2 ⌦ : X (!) 2 A})

ein. Betrachte dies als Funktion von A.
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Verteilung einer Zufallsvariablen

Verteilung von X

Die Zuordnung, die jedem Ereignis A die Wkeit P(X 2 A) zuordnet, heißt
Verteilung von X .Formal:

PX : A 7! PX (A) = P(X 2 A),

für Ereignisse A ⇢ X .

Hinweis: Unterscheide P , das W-Maß auf ⌦, und PX , das W-Maß auf X .
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Verteilung einer Zufallsvariablen

Nach Einführung von X interessiert primär die Verteilung von X
Relevant:

Punktförmige Ereignisse {x}, x 2 X .

PX ({x}) = P(X = x)

intervallförmige Ereignisse: (a, b], a  b

PX ((a, b]) = P(X 2 (a, b]) = P(a < X  b).
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Verteilung einer Zufallsvariablen

Berechnung von P(a < X  b):
Da (�1, b] disjunkt in die Intervalle (�1, a] und (a, b] zerlegt werden
kann, gilt:

P(X  b) = P(X  a) + P(a < X  b).

Umstellen liefert:

Für die Berechnung von Intervallwahrscheinlichkeiten gilt:

P(a < X  b) = P(X  b) � P(X  a).

Prof. Dr. Ansgar Steland Institut für Statistik und Wirtschaftsmathematik RWTH Aachen (ISW)EAS 92 / 116



Verteilung einer Zufallsvariablen

Beispiel

Für den zufallsbehafteten Gewinn X des nächsten Quartals gelte

P(X < 20000) = 0.2

P(X = 20000) = 0.01

P(X  80000) = 0.9

P(X > 100000) = 0

Berechnen Sie P(20000 < X  80000).

Hinweis: P(20000 < X  80000) = P(X  80000) � P(X  20000)
mit

P(X  20000) = P(X < 20000) + P(X = 20000) = ...

Nun Einsetzen...
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Verteilung von diskreten Zufallsvariablen

Diskrete Zufallsvariablen

X sei diskrete Zufallsvariable mit Werten in X = {x1, x2, . . . } ⇢ R. Dann
heißt die Funktion

pX (x) = P(X = x), x 2 R,

Wahrscheinlichkeitsfunktion oder Zähldichte von X . Es gilt:

X

x2X
pX (x) =

1X

i=1

pX (xi ) = 1.

Sie bestimmt eindeutig die Verteilung von X .
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Verteilung von diskreten Zufallsvariablen

Diskrete Zufallsvariablen (Fs.)

Die Zähldichte kann durch die Punktwahrscheinlichkeiten

pi = P(X = xi ), i = 1, 2, . . .

festgelegt werden: Es gilt pX (xi ) = pi und pX (x) = 0, wenn x 62 X . Kann
X nur endlich viele Werte x1, . . . , xk annehmen, dann heißt (p1, . . . , pk)
auch Wahrscheinlichkeitsvektor.
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Beispiel

Erinnerung: Glücksspiel-Programm

Wähle zufällig eine Zahl zwischen 1 und 100.

Auszahlung:
0 EUR, falls die Zahl kleiner oder gleich 90 ist.
1 EUR, falls die Zahl größer als 90 und kleiner als 100 ist.
2 EUR bei einer 100.

Verteilung des Gewinns X (Tabelle):

x 0 1 2
P(X = x) 90

100
9

100
1

100

Zähldichte:

p(x) =

8
>><

>>:

0.9, x = 0,
0.09, x = 1,
0.01 x = 2,
0, sonst
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Beispiele: Diskrete Zufallsvariablen

0 1 2

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1.0

Zähldichte der Auszahlung X des Glückspiel−Beispiels
Graphische Darstellung mittels Stabdiagramm

x

p X
((x
))

●

●

●
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Beispiele: Diskrete Zufallsvariablen

Beispiele: 1) Überprüfen Sie, ob durch

p(x) =

8
>><

>>:

0.1, x = �1,
0.8, x = 0,
0.1, x = 2,
0, sonst

eine Zähldichte gegeben ist.

2) Die Zähldichte von X sei gegeben durch

pX (x) = P(X = x) = (1 � p)x�1p, x 2 N,

für ein p 2 [0, 1]. Für x 62 N ist pX (x) = 0. Verifiziere, dass hierdurch
tatsächlich eine Zähldichte auf N gegeben ist und leite die
Verteilungsfunktion her.
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Verteilungsfunktion

Verteilungsfunktion

Die Funktion FX : R ! [0, 1],

FX (x) = P(X  x), x 2 R,

heißt Verteilungsfunktion von X . FX (x) ist monoton wachsend,
rechtsstetig und es gilt:

F (�1) := lim
x!�1

FX (x) = 0, F (1) := lim
x!1

FX (x) = 1.

Ferner gilt: P(X < x) = F (x�) = limz"x F (z) und

P(X = x) = F (x) � F (x�).

Allgemein heißt jede monoton wachsende und rechtsstetige Funktion
F : R ! [0, 1] mit F (�1) = 0 und F (1) = 1 Verteilungsfunktion (auf
R) und besitzt obige Eigenschaften.
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Beispiel: Die Funktion

F (x) =

⇢
0, x < 0,

1 � e�x , x � 0,

ist eine Verteilungsfunktion, da sie die folgenden Eigenschaften hat:
(1) 0  F (x)  1 für alle x 2 R.

Denn: 0  e�x  1, x � 0. Daher gilt F (x) = 1 � e�x 2 [0, 1] und
somit F (x) � 0 für alle x � 0.

Ferner gilt F (x) = 0 � 0 für alle x < 0 nach Definition von F (x).

(2) F (�1) = limx!�1 F (x) = limx!�1 0 = 0
(3) F (1) = 1:

lim
x!1

F (x) = lim
0x!1

(1 � e�x) = 1 � lim
x!1

e�x = 1 � 0 = 1

(4) F (x) ist konstant für x  0 und streng monton wachsend für x > 0:

F 0(x) = (1 � e�x)0 = 0 � d

dx
e�x = �(�e�x) = e�x > 0

Prof. Dr. Ansgar Steland Institut für Statistik und Wirtschaftsmathematik RWTH Aachen (ISW)EAS 100 / 116



Beispiel: Sind x1, . . . , xn reelle Daten (Zahlen, genannt: Stichprobe), dann
heißt die Funktion

Fn(x) =
#(xi  x)

n
=

1

n

nX

i=1

1(xi  x) = ,,Anteil der Daten  x”

empirische Verteilungsfunktion der Stichprobe x1, . . . , xn.
(Machen Sie sich eine Zeichnung für x1 = �2, x2 = 1, x3 = 4!)

• Fn(x) ist eine Verteilungsfunktion im Sinne der obigen Definition.

• Sind y1, . . . , yn die sortierten x-Werte, dann ist Fn(x) konstant auf den
Intervallen (�1, y1), [y1, y2), [y2, y3), . . . , [yn�1, yn), [yn, 1) mit
Funktionswerten 0, 1

n , 2
n , . . . , n�1

n , 1.

• Fn(x) springt an den beobachteten Werten. Die Sprunghöhe ist jeweils
der Anteil der jeweiligen Beobachtung in der Stichprobe.
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Beispiele: Diskrete Zufallsvariablen

Zähldichte p(x) für x 2 R gegeben durch

p(x) =

8
>><

>>:

0.9, x = 0,
0.09, x = 1,
0.01 x = 2,
0, sonst

Verteilungsfunktion: (addiere die Zähldichte sukzessive auf...)

F (x) =

8
>><

>>:

0, x < 0,
0.9, 0  x < 1,
0.99, 1  x < 2,
1, 2  x
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Beispiele: Diskrete Zufallsvariablen

●

● ●
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Verteilungsfunktion der Auszahlung X
des Glückspiel−Beispiels
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Beispiel:
Für die Zufallsvariable X : {1, 2, 3} ! R gelte

P(X = 1) = 0.1, P(X = 2) = 0.5, P(X = 3) = 0.4.

Angabe der Verteilung durch die Verteilungsfunktion:

FX (x) =

8
>><

>>:

0, x < 1,
0.1, 1  x < 2,
0.6, 2 < x  3,
1, x � 3.

Sprunghöhen: 0.1, 0.5, 0.4. Dies sind gerade die Werte der Zähldichte!
Die Sprungstellen sind die x-Werte, an denen die Zähldichte positiv ist.
Also ist die Zähldichte:

pX (x) =

8
>><

>>:

0.1, x = 1,
0.5, x = 2,
0.4, x = 3,
0, sonst.
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Quantilfunktion

Quantilfunktion

F (x) sei eine Verteilungsfunktion.
Die Funktion F�1 : [0, 1] ! R,

F�1(p) = min{x 2 R : F (x) � p}, p 2 (0, 1),

heißt Quantilfunktion von F .

Ist F (x) stetig und streng monoton wachsend, dann ist F�1(p) die
Umkehrfunktion von F (x).

Für ein festes p heißt F�1(p) (theoretisches) p-Quantil.
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Anschauliche Beschreibung von Wahrscheinlichkeiten
(Idee: Funktion bestimmt (Intervall-) Wahrscheinlichkeit)
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Stetige Zufallsvariablen

Stetige Zufallsvariable, Dichtefunktion

Eine ZV X heißt stetig (verteilt), wenn es eine integrierbare,
nicht-negative Funktion f (x) gibt, so dass für alle Intervalle (a, b] ⇢ R gilt:

PX ((a, b]) = P(a < X  b) =

Z b

a
f (x) dx .

fX (x) = f (x) heißt dann Dichtefunktion von X (kurz: Dichte).
Allgemein heißt jede Funktion f : R ! R mit

f (x) � 0, x 2 R, und

Z 1

�1
f (x) dx = 1

Dichtefunktion.
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Stetige Zufallsvariablen

Punktwahrscheinlichkeiten sind immer 0:

P(X = x) = lim
�x#0

Z x+�x

x
f (t) dt = 0

Aufweichen: P(,,X ⇡ x”) = P(X 2 [x � �x , x +�x ])

Z x+�x

x��x
f (x) dx ⇡ 2�x · f (x)

(Das Integral über kleine Intervalle ist näherungsweise die Recheckfläche).
Also: P(,,X ⇡ x”) ist proportional zu f (x).
(f (x): infinitesimale Wkeit bei x pro x-Einheit).
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Stetige Zufallsvariablen

Notation: X hat Dichte fX (x):

X ⇠ fX

Verteilungsfunktion aus Dichte:

FX (x) =

Z x

�1
fX (t) dt, x 2 R.

Dichte aus Verteilungsfunktion:

fX (x) = F 0
X (x), x 2 R.
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Stetige Zufallsvariablen

Erster Hauptsatz der Di↵erential- und Integralrechung:
Besitzt die Funktion F auf dem Intervall [a, b] eine stetige (es reicht:
Riemann-integrierbare) Ableitung, so ist

F (b) = F (a) +

Z b

a
F 0(x) dx

und somit Z b

a
F 0(x) dx = F (b) � F (a)

(F ist Stammfunktion des Integranden f (x) := F 0(x).)
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Stetige Zufallsvariablen

Zweiter Hauptsatz der Di↵erential- und Integralrechung:
Jede auf [a, b] stetige Funktion besitzt eine Stammfunktion auf [a, b], z.B.:

F (x) =

Z x

a
f (t) dt, a  x  b.

Man kann diese Ergebnisse auch anwenden, wenn die Voraussetzungen auf
einzelnen Intervallen gegeben sind.
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Beispiel: Stetige Zufallsvariablen

Beispiel

Dichtefunktionen

Dichte - Vf. - Quantilfunktion
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Beispiel: Exponentialverteilung

Beispiel: Wir hatten geprüft, dass

F (x) =

⇢
1 � e�x , x � 0,

0, sonst

eine auf R\{0} di↵erenzierbare Verteilungsfunktion ist. Die zugehörige
Dichte ist gegeben durch 0 auf (�1, 0] und durch e�x auf (0, 1)

f (x) = F 0(x) =

⇢
e�x , x > 0,
0, x  0
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Beispiel: Stetige Zufallsvariablen
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Beispiel: Stetige Zufallsvariablen
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Verteilungsfunktion der Exponentialverteilung
mit Parameter 1
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Beispiel: Stetige Zufallsvariablen

−4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Zusammenhang: Verteilungsfunktionswert und Fläche unter der Dichte
am Beispiel der Exponentialverteilung mit Parameter 1
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x=2.5

Flächeninhalt
= FX((2.5)) = P(X ≤≤ 2.5)
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