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Grundbegriffe

Zufallsvorgange
@ Ausgang/Ergebnis steht nicht (deterministisch) fest.
@ Ausgang hiangt vom Zufall ab.
Wir brauchen:
@ Mathematisches Modell
@ Geeigneten Wahrscheinlichkeitskalkiil.
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Grundbegriffe: Beispiele/Motivation

Beispiel 1
@ 50 Ladekabel, davon 1 defekt.
o Whkeit, dass der niachste Kaufer das defekte Kabel greift?

Gesunder Menschenverstand diktiert:

1
px = P(,,k-tes Ladekabel wird gegriffen”) = 50

fir k =1,...,50. Gleichwahrscheinlichkeit
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Grundbegriffe: Beispiele/Motivation

Modellbildung

o Ergebnismenge:

@ Ereignis Teilmenge der Ergebnismenge

A =, Ladekabel mit gerader Serien-Nummer” = {2,4,... 50}.

e Wabhrscheinlichkeit von A: P(A) = % = %
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Grundbegriffe: Beispiele/Motivation

Allgemeiner Ansatz: Modelliere Zufallsvorgang durch

@ Ergebnismenge/Grundmenge Q = {w1,...,wn}
@ w € Q: Versuchsausgang/Ergebnis/Ausgang
@ Ereignis: AC Q
@ Ordne w; die Wkeit p; € [0,1] zu.
o Yilipi=1
@ Ereignis A tritt ein: w € A.
P(A) = ZP{w PlweQ:weA})
wi€A
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Grundbegriffe: Beispiele/Motivation
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Grundbegriffe: Beispiele/Motivation
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Grundbegriffe: Beispiele/Motivation

Beispiel: Max, Niklas, Laura und Sahra wohnen in einer WG. Der
Putzplan fiir die nachsten 2 Wochen wird ausgelost. Sie legen vier Zettel
mit ihren Namen in eine Dose. Emma von nebenan spielt die Gliicksfee
und zieht zwei Zettel. Der zuerst Gezogene putzt in dieser Woche, der
andere in der zweiten Woche.

Ergebnismenge Q7?

Formale Darstellung des Ereignisses A, dass die Manner in beiden Wochen
putzen miissen?
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Grundbegriffe: Beispiele/Motivation
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Wahrscheinlichkeiten sind Zahlen zwischen 0 und 1 (also Prozentzahlen).
o Sicheres Ereignis: P(A) =1,z.B. A=Q.
e Unmaogliches Ereignis: P(A) =0, z.B. A=1.
@ Zwei Ereignisse A und B heiBen disjunkt, wenn AN B = ().

@ Ereignisse Az, Ay, ... heiBen paarweise disjunkt, wenn
AiNA;i=10 firalle i,j > 1miti#j

(d.h., wenn alle Paare von verschiedenen Mengen disjunkt sind).
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Grundbegriffe: Beispiele/Motivation

Wartezeit T auf ersten Ausfall eines Cloud-Servers
@ Q = N (Es gibt keine obere Schranke fiir T.)
@ Wkeit fiir Wartezeit k € N: py

Die {pi} C [0, 1] erfiillen:
ZP:‘ =1
i=1

(da der Server auf jeden Fall irgendwann ausfallt).
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Grundbegriffe: Beispiele/Motivation

Wichtige Beobachtungen:
@ Gleichwahrscheinlichkeitsmodell ausgeschlossen!

@ Es gibt eine unendliche Folge von paarweise disjunkten Ereignissen:
Ay = {k}, k=12,...

(fiir die wir gerne Additivitat von P(-) hatten).

@ Rechnen mit endlichen Summen, 221:1 P(Ak), geniigt nicht, es
treten auch Reihen auf:

iP P(A1) + P(A2) +
k=1
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Grundbegriffe: Beispiele/Motivation

Harmonische Reihe (divergent)

i=1

Konvergente Reihen sind die geometrische Reihe

Z q = 1_a lq] <1,
i=0 q
die Exponentialreihe
[o¢] Xk
e* = exp(x) = Z o
k=0
sowie
=1 B i
Sh-%
k=0
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Grundbegriffe: Beispiele/Motivation

Im Fall Q = N sind nicht alle Folgen (p; : i € N) moglich.
Beispiel: p; = ¢/i fiir i € N und eine positive Konstante. Dann gilt:

Beispiel: p; = %%2 fir i € N. Dann gilt:

Beispiel: p; = 0.8 - (0.2)" fiir i € Np:

Prof. Dr. Ansgar Steland Institut fiir Statis



Zufallsexperimente und Wahrscheinlichkeit

Definition (Ereignisalgebra)

Ist Q hochstens abzahlbar unendliche Menge, dann heiBt jede Teilmenge
A C Q Ereignis und die Potenzmenge

Pot(Q) = {A: AC Q}

heiBt Ereignisalgebra. Die Mengen A = {w}, w € Q, heiBen
Elementarereignisse.

Ereignisse sind also Mengen. Alle Operationen und Regeln fiir Mengen
tibertragen sich daher auf Ereignisse.
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Operationen mit Ereignissen

UND-, ODER- und komplementéres Ereignis A C 2 und B C Q Ereignisse.
UND-Ereignis

ANB={w|weAundw € B}
ODER-Ereignis

AUB ={w|w € A oder w € B}

NICHT-Ereignis (komplementares Ereignis):

A=A ={w|weQundwd¢ A} =Q\ A

Hinweis: Diese Mengenoperationen entsprechen also den logischen
Grundoperationen.
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Operationen mit Ereignissen

Die wichtigsten Regeln:
QO AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
Q@ AUBNC)=(AuB)N(AUCQC)
@ (AuB)
© (ANB)
1) und 2) sind die Distributivgesetze, 3) und 4) die Regeln von DeMorgan.
Allgemeiner:

QO AN(BLU---UBy)=(ANB)U---U(ANB)
Q@ AUBIN---NBy)=(AUB)N---N(AUBy)
© (AU UA)=AN---NA,
O (AN NA)=AU---UA,

=ANB
=AUB
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WahrscheinlichkeitsmaB

WahrscheinlichkeitsmaB (W-MaB),

Wahrscheinlichkeitsverteilung (W-Verteilung)

Ein W-MaB (W-Verteilung) ist eine Abbildung, die jedem Ereignis A C Q
eine Zahl P(A) € R zuordnet, so dass die Kolmogorov-Axiome gelten:
Q0<PA<L1
Q P(Q) =

© Sind A;, Ao, ... paarweise disjunkt, dann gilt

P(A i UAyU---) = P(A1) + P(A2) + ZPAk

Ein Zufallsexperiment ist durch Angabe von Q und P eindeutig
beschrieben, also gegeben durch das Tupel (2, P).
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Endliches (2

Ist Q = {w1,...,wn} eine endliche Menge, dann kann P durch eine
Tabelle angegeben werden:

w ‘wl Wo ... Wy
P{w}) | pr P2 ... pw

P(A): Summe der pj, die zu Elementen w; aus A gehdren.
Welche Schreibweisen sind korrekt?

N
OP(A) =) P({w}), OP(A) =D P({w}), OP(A) = > P({wi})
i=1

i:i€A iwi€A

v
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Zusammenhang zur deskriptiven Statistik

In der Praxis werden aus Datenbestdnden oft relative Haufigkeiten f;

berechnet. Man darf mit den f; so rechnen wie mit Wahrscheinlichkeiten.

@ Merkmal mit Auspragungen as, ..., ax wird erhoben, Stichprobe vom
Umfang n
o Jede relative Haufigkeitsverteilung fi, ..., f; definiert eine
Wahrscheinlichkeitsverteilung.
Kategorie ‘ ai a ... ak
rel. Hf. ‘ fl fg fk

Zufallsexperiment: Wahle zufillig mit Wkeit f; die Kategorie j aus
(bzw. ziehe ein Objekt aus dieser Kategorie).

o Bei Rohdaten xg, ..., x,:

Empirische Verteilung mit Masse % auf jedem x;, i=1,...,n.
X ‘ X1 X2 e Xn
rel. HE. | 1/n 1/n ... 1/n

Zufallsexperiment: Wahle zufillig ein x; aus.
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Rechenregeln

Q@ P(A)=1- P(A).
@ Fir A C B gilt: P(B\A) = P(B) — P(A).
© Fir beliebige Ereignisse A, B gilt:

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B).

@ Fir beliebige Ereignisse A, B gilt:

P(AN B) = P(A) + P(B) — P(AU B).
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Rechenregeln

Rechenregeln
Regel (3) liefert die Ungleichung

P(AUB) < P(A)+ P(B)

und durch vollstandige Induktion folgt fiir Ereignisse A1, As, ..., A, die
Boolesche Ungleichung ('Union Bound’)

P(UL1A) < Zn: P(Ai)
i=1
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Beispiel

Studie: Unternehmensbefragung von IT-Abteilungen groBer Unternehmen:
@ 15% aller IT-Abteilungen haben steigende Kosten.
@ 10% aller IT-Abteilungen haben fallende Umsatze.
@ 80% haben weder steigende Kosten noch fallende Umsatze.

Frage: Wie hoch ist der Anteil der IT-Abteilungen, die sowohl! steigende
Kosten als auch fallende Umsatze haben?
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LGsung;:
Definiere die Ereignisse:

K = ,,IT hat steigende Kosten”
U = ,,IT hat fallende Umsatze”

W-MaB: Empirische Verteilung

Bek: P(K) =0.15, P(U) =0.1, P(KU U) =0.8.
Ges: P(K N V).

Es gilt: P(KU U) = P(K)+ P(L) — P(KN U)
Umstellen:

P(KNU)=P(K)+ P(U)—-P(KUU)
=0.15+0.1-0.2=0.05.
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Gelte nun:
@ 60% haben steigende Kosten.
@ 50% haben fallende Umsitze.
@ 30% haben steigende Kosten und fallende Umsatze.

Frage: Wie hoch ist der Anteil der IT-Abteilungen, die genau eines der
beiden Probleme haben?
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Bek: P(K) = 0.6, P(U) = 0.5, P(K N U) = 0.3.
Ges: P( (KU U) \ (KNU) ) =?

Kosten- o. Umsatzproblem Kosten- u. Umsatzproblem

Es gilt: KN U C KU U und somit
p=P(KUU\(KNU))=PKUU)—-P(KNU)

wobei
P(KUU)=P(K)+ P(U)— P(KNU)
Einsetzen:
p=PK)+P(U)—P(KNU)—-P(KNU)
=06+05—-2-03=05
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Beispiel: Probabilistische Garantien

Ein ML-Algorithmus prognostiziere Variablen x; durch %;, 1 </ < n.
Die Prognose %; ist e-genau, wenn |&; — x;| < ¢ gilt, € > 0.

e: gewiinschte Fehlerschranke.

Sei Aj = {|% — xi| <€} und B =nN7_,A; (alle Prognosen sind e-genau).
Fiir zufallig gewdhlte Inputdaten gelte die Garantie:

2
P(AS) = P(|% — xi| > ¢) < 2€Xp(—%), 1<i<n

Dann gilt

n 2
P(B) =1—P(U1AS) > 1— ) P(AS) > 1—2nexp <_52>
i=1
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Beispiel: Probabilistische Garantien

Ziel: Bestimme fiir gegeben max. Fehlerwahrscheinlichkeit « ein ¢ derart,
dass mit Wahrscheinlichkeit 1 — « alle Prognosen e-genau sind.

Ansatz: Um P(B) > 1 — « zu gewéhrleisten, bestimmen wir € so, dass die
untere Schranke den Wert 1 — o annimmt:

1-2ne 2 =1—qe2ne /2 =q

2 (0]

se 2= —

€ 2n
2 )]
o 2:—|< )
e/ n T

Mit Wahrscheinlichkeit 1 — « gilt, dass alle Prognosen 4/2/n (%")—genau

sind, d.h.
2
max |% — x| < 2/n( n>.

1<i<n «@
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Laplace-Raume

Laplace-Raum

(Q2, P) heiBt Laplace-Raum, wenn

Q={wi,...,wk}

endlich ist und das W-MaB durch
1
pw)=P({wh) =, weQ,

gegeben ist. P heiBt auch (diskrete) Gleichverteilung auf Q. Dann
berechnen sich Wahrscheinlichkeiten durch

P(A) = |A[ _ Anzahl giinstiger Fille
|2  Anzahl moglicher Fille
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Laplace-Raume und Kombinatorik

In Laplace-R&dumen reduziert sich die Berechnung von P(A) auf das
Abz3hlen von A. Dies erfordert oft kombinatorische Fahigkeiten.

Kombinatorisches Abzahlprinzip: Ist Q = Q; x --- x Q fiirein k € N
und A= A; X --- x A C €, dann ist

Al = [Ar] - [Ag] - - - |Ar]

Wieviele w = (w1, ... ,wk) € A gibt es?

Z3hle aus, wieviel Moglichkeiten es fiir wy gibt. — Genau |A;].
Zshle aus, wieviel Moglichkeiten es fiir wop gibt. — Genau |A3|.
usw.

— |A| ist das Produkt dieser Anzahlen.
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Laplace-Raume und Kombinatorik

Allgemeines Abzdhlprinzip:

Das Abzahlprinzip greift auch, wenn die Mengen der Mdglichkeiten fiir w;
von wj_1,...,w; abhdngen: w; € A, ,. Dann bestimmt man fiir jede
Kombination (w1, ...,wj_1) die Anzahl der nun méglichen Festlegungen

von w; und hat
Z |AW17---7UJI—1|

(w1, ,wi—1)

Moglichkeiten. An einem Beispiel wird klar, was gemeint ist und wie man
vorgeht:
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Laplace-Raume und Kombinatorik

Beispiel: Wahle aus 3 Assen zuféllig zwei ohne Zuriicklegen aus:

1. Zug: Ziehe aus A; = Q = {Ass;, Assy, Ass3 }, also 3 Moglichkeiten.
2. Zug: Es gibt drei Falle:

Fall 1: w1 = Ass;: Man zieht aus B,,, = Bass, = {Assy, Ass3}.

Fall 2: wy = Assy: Man zieht aus B, = Bass, = {Assi, Ass3 }.

Fall 3: wy; = Ass3: Man zieht aus B, = Bass; = {Ass1, Assy }.

In jedem Fall gibt es 2 Mdglichkeiten. Insgesamt also 3 -2 = 6. Formel:

(|Bass:| + [Bass,| + |BA553|) = Z | B |
w1€A;

Maglichkeiten. Ubersichtliches Abzahlen durch Darstellung als Baum:

2 » (g
N 39\@
iﬁo/7 ol

\\A
NG
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Laplace-Raume und Kombinatorik

A S'L)g

ol @ |
\‘A 2o
Yon
N
R
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Zwei Urnenmodelle

Urnenmodelle
@ Ziehen in Reihenfolge mit Zuriicklegen. Sei A= {1,..., N}.

Q={(wi,...,wn) i w1,...,wn € A}
Q| = N".
Als Laplace-Raum: P(A) = % fir AC Q
@ Ziehen in Reihenfolge ohne Zuriicklegen.

Q={(w1,...,wn) :wW1,...,wn €A, wj #wj, i #j}

Es gilt: Q| =N-(N—-1)-...-(N—n+1).
Als Laplace-Raum: P(A) = g fuir AC Q.
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Zwei Urnenmodelle

Hinweis: Man muss kldren, ob das Gleichwahrscheinlichkeitsmodell
zutrifft! Das folgt nicht allein schon daraus, dass eine Ergebnismenge mit
der eines Urnenmodells {ibereinstimmt.

— Die Urnenmodelle ohne Reihenfolge besprechen wir spater.
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Laplace-Raume und Kombinatorik

Beispiele:

a) Max hat 5 Hemden, 2 Krawatten und 1 Anzugshose. Wieviele
verschiedene Moglichkeiten hat er, sich fiir sein Bewerbungsgesprach
anzuziehen? — 5-2.1 = 10.

(Bei der formalen Modellierung wahlt man das Urnenmodell in
Reihenfolge, da man Hals und Beine nicht vertauschen sollte.)

b) Skat: 32 Karten, 3 Spieler, je 10 Karten, 2 im Skat. Wieviele
verschiedene Skatblatter ('unsortierte’) gibt es fiir einen Spieler?

32 Moglichkeiten fiir 1. Karte, 31 Moglichkeiten fiir 2. Karte, usw., 23
Méoglichkeiten fiir 10. Karte.
—32-31-...-(32—-10+1) = 2.34102 - 10

Da ein Blatt nicht von den 10! méglichen Anordnungen der Karten auf der
Hand abhdngt, erhdlt man die Anzahl verschiedener Blatter durch Division
durch 10!.
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Laplace-Raume und Kombinatorik

Beispiele:

c) Das Passwort eines IT-Systems besteht aus einem Buchstaben (A-Z)
gefolgt von einer zweistelligen Zahl und einem X oder Z, z.B. G74X.
Wie wahrscheinlich ist es, den Geheimcode zu erraten?

Ware eine dreistellige Zahl sicherer? Wie sicher ist ein 4-stelliger PIN?

Modell:
Q = {(w1, w2, w3)lw1 € {A,..., Z}, w2 €{0,...,99},w3 € {X, Z}}
Abzéhlen von Q = {A,...,Z} x {0,...,99} x {X, Z}:
Q| = 26 - 100 - 2 = 5200

Die Wahrscheinlichkeit, den Code zu erraten ist 355 = 0.0001923077.
Dreistellige Zahl: 1/1000 = 0.001. Vierstellige Zahl: 1/10000 = 0.0001.
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Laplace-Raume und Kombinatorik

Beispiele:

d) Eine faire Miinze (Kopf/Zahl gleichwahrscheinlich) wird zweimal
geworfen. Ist es wahrscheinlicher, dass beide Male dasselbe erscheint oder
einmal Kopf und einmal Zahl?

wy € {K,Z} Ergebnis des 1. Wurfs, wy € {K, Z} Ergebnis des 2. Wurfs.
w = (w1, w2) Ergebnis des Experiments.

Ergebnismenge: Q = {(w1, w2)|w1, w2 € {K,Z}}.

Alle Elementarereignisse {(w1,w2)} sind gleichwahrscheinlich.
—1Q=2-2=22

A={(K,K),(Z,2)},B={(K,2),(Z,K)}. Es gilt P(A) =2/4=1/2
und P(B) =2/4 =1/2. Also ist keines der Ereignisse wahrscheinlicher als
das andere, sondern beide sind gleichwahrscheinlich!
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Laplace-Raume und Kombinatorik

Beispiele:
e) Die Miinze aus c) wird nun 6-mal geworfen. Ist das Ergebnis
(Z,K,Z,K,Z,K) oder (Z,Z,Z,Z,Z, K) wahrscheinlicher?

Jedes Ergebnis ist beschrieben durch w = (wy, ..., ws) mit
wi,...,we € {K,Z}.
Hier ist Q = {(w1,...,ws)|w1,...,ws € {K,Z}}

— |Q| = 2% = 64. Es liegt ein Laplace-Experiment vor, da alle Ausginge
gleichwahrscheinlich sind. Daher gilt:

1

64
Achtung: Beim Ausgang (Z,Z,Z,Z,Z, K) kommt zunéchst 5-mal Zahl. Viele
Menschen glauben, dass es nun sehr wahrscheinlich ist, dass beim nachsten Mal
Kopf kommt. Dies ist allerdings ein Trugschluss: Das Ergebnis (Z,2,2,2Z,7,7)
hat aber ebenfalls die Wahrscheinlichkeit 1/64. Die geworfene Miinze landet
(aufgrund der Gesetze der Physik) jedesmal zufillig auf der einen oder der
anderen Seite, und zwar mit Wkeit 1/2. Dies gilt ebenso fiir andere Gliickspiele,

PU(Z.K.Z,K,Z,K)}) = 6i4, PU(Z.2.2,2,2,K)}) =
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Laplace-Raume und Kombinatorik

Zufillige Speicherbelegung:
k Objekte sollen in einem Speicher mit n Speicherplatzen abgelegt werden.
Als Speicheplatz wird jeweils eine zufillige Zahl zwischen 1 und n gewahlt.

Ank bezeichne das Ereignis, dass eine Kollision auftritt.

Bestimme P(Auk) und gebe eine untere Schranke an!
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Laplace-Raume und Kombinatorik
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Laplace-Raume und Kombinatorik
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Laplace-Raume und Kombinatorik

Das Geburtstagsproblem:

Sie sind auf einer Party mit n Gasten. Wie wahrscheinlich ist es, dass
mindestens zwei G3ste am selben Tag Geburtstag haben? Ist man im
Vorteil, wenn man darauf wettet?

Die Losung ist:
365-...-(365 —n+1)

365"

pn:]-_

Zahlenbeispiele (gerundet):
ps = 0.027, p1o = 0.117, pao = 0.411, pp3 = 0.507.
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Zwei Urnenmodelle

In Beispielen wie diesen tritt der Ausdruck —"("71)"',;;("7“1)

n= N,k =n).
Es gilt die Abschatzung:

n(n—1)-...-(n—k+1) Sexp(_(kl)k)

nk 2n

auf (setze:
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Chancen

Alltag: Die Chancen stehen 75 : 25 = 0.75 : 0.25

Chancen

Die Chance (odds) eines Ereignisses A mit Eintrittswahrscheinlichkeit
p = P(A) ist definiert durch

Es ist o(A)-mal wahrscheinlicher, dass A eintritt, als dass A nicht eintritt.
Durch Logarithmieren erhilt man die logarithmierten Chancen (engl.:
log-odds):

log(0) = log(p/(1 — p)) = log(p) — log(1 — p).

Symmetrieeigenschaft:

log o(A) = log((1 — p)/p) = —log o(A)




Chancen-Verhiltnis

Odds-Ratio

Beispiel:
Gruppe 1 mit Risikofaktor, A ="Person aus 1 erkrankt”: o(A) = 3.
Gruppe 2 ohne Risikofaktor: B = "Person aus 2 erkrankt”: o(B) = 35

_ 0309 __ O27N
Odds-Ratio: r = 0701 = oor ~ 3.856.
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	Wahrscheinlichkeitsrechnung

