23SS Stocha PU 4

Aufgabe 14
Sei X eine stetige Zufallsvariable auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F, P) mit Dichtefunktion
1¢ir . o '
E(‘} dx), x € (0,1),
xlz)=19"
fx(a) {m sonst.

Bestimmen Sie mit dem Dichtetransformationssatz die Dichtefunktion der Zufallsvariablen

Y —aX

fiir a > 0 sowie die Verteilungsfunktion von Y.
1. Funktion definieren
g:(0,1) » (0,a),x » g(x) = ax, a>0

2. Zeige, dass g umkehrbar ist, d.h. g ist bijektiv
g surjektiv:

Fur beliebiges y € (0, o) existiert min ein x € (0,1), sodass y = aX ist.
Namlich x = %

g injektiv:
Seien x4, x, € (0,1) mit x; # x,.
Dann giltg(xl) =ax, # ax; = g(x3)
= g ist bijektiv
= g ist umkehrbar und die Umkehrfunktion ist gegeben
g~ :(0,a) » (0,1)
i)=Y =yt
yog () =2 =y~

g und g~ sind stetig differenzierbar und fiir die Ableitung von g~* gilt:
() () =21
g y dy 2

Dichtetransformationssatz anwenden:
Fur die Zufallsvariable y = g(x)

H0) =1 (a7 ) * gg;;(y)

Hier haben wir

1
() = 3a (5 - 4%) * 1 (0,00) (V)

z

B (@) = fzfy(y)dy= [5:(5-42) 1om()

—0o

1. Fall: z < 0:

z

E,(z) = dey=0

—00

2. Fall: z € (0,a):
z

1 y 1 2 .7 1 2 ,\ 5z 2z
E,(2) = f£(5—4a-)dy=3—a-* 5y—ay 0=3—a- 5z—-z =3, 3a2
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Aufgabe 15

Seien X und Y zwei diskrete Zufallsvariablen, wobei X die Werte
und 3 anmimmt. Die zugehdrigen Wahrscheinlichkeiten p;; = P(X =4,Y = j) fiiri € {-1,0,1}, 5 €

z<0
22 <z<

z<a
3a2

z=a

{1,2,3}, sind in der folgenden Tabelle angegeben:

1,0 und 1 und ¥ die Werte 1, 2

pij = P(X =14,Y =) ’
1 2 3
0 1/4
i 1/5 1/5
1/10 1/10 1/4
1/2
(a) Vervollstindigen Sie die Wahrscheinlichkeitstabelle.
pij = P(X =14,Y =7j) ’
1 2 3
1 20 5 0 1/4
i 0 1/5 1/5 0 2
1 1/10 1/10 1/20 1/4
7/20 1/2 3/20

(b) Sind X und Y stochastisch unabhingig?
Nein, da

PX=0Y=2)=

=P(X = 0)* P(Y = 2)

N| -

*

Bl
N~

+*

ull =

(¢) Berechnen Sie E(X), E(Y), Var(X) und Var(Y).

E(X) = i*PX=0)=-1+PX=-1)+0+PX=0)+1+xP(X =1)
i€{-1,0,1}
1 1
=—1=x Z + 1% Z =0
E(X?) = i2*P(X =)
i€{-1,0,1}

=(-1)?*PX=-1)+0*PX=0)+12+xP(X =1)
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1 1 1 1 1
= * — * — = —
2t 273

Var(X) = E(X2) - (E())

1
Var(X) = ——0—05

E(Y) = Z j*PY=j)=1+P(Y=1)+2+P(Y =2) +3%P(Y = 3)
je{1,2,3}

=1 7+2 1+3 =18
= *E) *E *— =1,

E(r?)= ) j2eP(r=))

je{1,2,3}
=12xP(Y =1)+22xP(Y =2)+3%2xP(Y =3)
7+22 1+9 3 _37 3,7
= — * — ¥ — = — =
20 2 20 10

Var(v) = E(v2) - (E(V))*
=37-1,8% =046

Aufgabe 16

Sei X eine standardnormalverteilte Zufallsvariable (d.h. X ~ A/(0,1)) mit Dichtefunktion

1 z?
T rel.

r)=—==¢ 3
p(x) 7t
(a) Bestimmen Sie die Dichte der Zufallsvariablen e .
y
Fq,x(y) =P(e*<y)= f @(x) dx

0
=P(X <log(y)) Dae* =y = x = log(y) gilt?

log(y) log(y) 1 2
= z)dz = f —e 2dz
_L ¢(2) 1 =

Substituiere
u=e?

- d
Damitist z = log(u) und Elzi =e?=u.
Dalimp,_oe? =0

_log®(w)
2 du

= -e
J V2nu

_lg*y)

1
fex(y) = \/_Z_H_ye 2 o,y

(b) Bestimmen Sie E(e™).

1 og 2
fex(y) = \/—Z—n—ye l(o,00) ()
1 logz(e")
fex(e®) = \/__ —e L(o,00) (%)
) v: S )

[oe]

1 e
E(e")—m fe *—*e 7o )]1(0 oy (e¥)
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1 [ 1, 20
_% fe—ilogz(e )H(O,m)(ex)

—00

E(e*) = fu*fex(u) du
1

[ee)
271_00 u
g 2
= —1— j e_ZZ 2 dz
271_oo
— _1_ f e_i(z_l)z dz
271_Do
1
= ei
=N(1,1) =

Hinweis: (a) Betrachten Sie die Verteilungsfunktion der Zufallsvariablen eX und verwenden Sie den
Hauptsatz der Differential - und Integralrechnung,.

(b) Die Dichtefunktion einer Normalverteilung mit Erwartungswert p € R und Varianz o € (0, 0o)
(kurz: N(p,0?)) ist gegeben durch

Aufgabe 17

Gepgeben seien paarweise stochastisch nnabhangige Zufallsvariablen X, Y und Z auf einem Wahr-
scheinlichkeitsraum (€2, F, P) mit

E(X)=2, E(X*)=5 EY)=1, EY?=3, EZ)=I1l.

Weiter sei A := 5X — 7Y. Berechnen Sie

Formel:
Seien X,Y die Zufallsvariablen, a € R
1) EX+Y)=EX)+E®Y)
2) E(aX)=ax*EX)
3) E(a) =a
4) E(X*Y) =E(X) % E(Y), falls X und Y stochastisch unabhangig.
5) Var(X +Y) =Var(X) + Var(Y), falls X und Y stochastisch unabhangig
6) Var(aX) = a? *Var(X)
7) Var(X + a) = Var(X)

8) Verschiebungssatz: Var(X) = E(X?) — (E(X))2

(a) E(A)
E(A) =E(GX-7Y)=E(GX)—E(7Y) =5E(X) —7E(Y)
=5%2—-7%x1=3

(b) Var(A)
Var(A) =Var(5X —7Y) = Var(5X) — Var(7Y)
= 25Var(X) — 49Var(Y)
=25(E(x?) - (EX))") — 49 (E(v?) - (E())°)
=25(5-4)-49(3-1)
= 25— 49(2)
=123
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(c) E(A-X)
E(A=X) =E((5X —7Y) = X) = E(5X% — 7YX)
= E(5X?) — E(7YX) = 5E(X?) — 7TE(X)E(Y)
=5x5—-7%2%x1=25—-14=11
(d) F(A-Z)
E(A*Z)=E(A)*E(Z)=3%11=33
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