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Aufgabe 11

Weisen Sie nach, dass die nachstehenden Funktionen Zihldichten bzw. Dichtefunktionen auf dem
jeweils angegebenen Triger darstellen:

p ist eine Zahldichte mit (, falls
a. p(w)=0; VweQ

b. Zp(w) =1

f: R = R ist Dichtfunktion siner stetigen Zufallsvariable, falls gilt:
i) P(x)=0Vx€eR

ii) f f(x)dx=1
Exponentialreihe:
D = e
k=0
Geometrische Reihe:

zpk __1
k=0 1-_p

Binomische Lehrsatz:
n

Cet9)" =) ()" kyk

k=0

Geometrische Summenformel:
n

-1
Zpkzl___pn_
1-p

k=0

(i) pr = p(1 — p)*, k € Ny, fiir ein p € (0,1) (Geometrische Verteilung Geo(p)),

Zahldichte
a. Furallep € (0,1) ist p(l - p)k > 0, da (1 —p) furalle p € (0,1) nie negativ wird
(1-p)€(0,1)undp € (0,1), also p(l — p)k >0

b, Zp(X —l=1
k=0 [ee) [ee)

ip(X=k)=Zp(1—p)k=p2(1—p)k

k=0 k=0

Gemetrischen Reihe:

oo . 1
pZ(l—p) =p*=-=1
k=0 P
Also die Bedingungen fiir Zdhldichte ist erfillt.

Die Funktion ist Zahldicht.
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(ii) pr = %(‘._J‘, k € Ny, fiir ein A > 0 (Poisson—Verteilung Poi())),
Zahldichte
a. Dak e NyundA > 0,Firalle k, A sind %l!ie"l nie negativ
Da A* € (0, ), k! € (1,),e™* € (0,1) positiv sind.

k

Die Funktion ist Zahldicht.

(iii) f(x) = e ™, & >0, fiir ein A > 0 (Exponentialverteilung Exp())),
f: R — R ist Dichtfunktion siner stetigen Zufallsvariable, falls gilt:
i) Firallex > 0,1 > 0sind e ™** nie negativ
Da e~ € (0,1] und somit A * e~ positiv

ii) foof(x)dx =1

[oe]

f Ae M dx = [—e"lx];o

0
- _e—loo _ (_e—A*O)
=0+1=1

Die Funktion ist Dichtfunktion

(iv) f(z) = =57, = = 1, fiir ein & > 0 (Pareto-Verteilung Par(a)).

f: R — R ist Dichtfunktion siner stetigen Zufallsvariable, falls gilt:

a

i) Firallex = 1unda > 0sind —= nie negativ

Da a € (0,) und x**1 € [1, )

ii) foof(x)dx =1

Fir ii)
a 11"
fﬁd’F 2
1 1
1 1
T Tt | 1a

=0-(-1)=1

Die Funktion ist Dichtfunktion.
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Definition
Sei 2 # () eine Menge und A C Q. Dann heifit die Funktion

1, we A,

Tgq: 02—, 1 =
A — L A[m] {D, wﬁéﬂ.

Indikatorfunktion von A.

Es gilt also 14(w) = 1 fir w € £, wenn das Ereignis A eingetreten ist, bzw. 1 4(w) = 0, wenn das
Ercignis A nicht cingetreten ist. Beachten Sie aulerdem, dass in dieser Definition € nicht notwendi-
gerweise abzihlbar sein muss.

Aufgabe 12

Sei (92, F, I?) ein Wahrscheinlichkeitsranm (d.h.  # @) ist eine Ergebnismenge, F ist eine zugehorige
o-Algebra iiber 2 und P ist eine zugrundeliegende Wahrscheinlichkeitsverteilung auf 2).

(a) Sei G eine o-Algebra iiber R und B € G. Zeigen Sie, dass fiir jedes Ereignis A € F durch die
Indikatorfunktion 1 4 eine Zufallsvariable auf (€2, F, P) gegeben ist.

Hinweis: Sie miissen hierfiir die Messbarkeit der Indikatorfunktion nachweisen, d.h. Sie miissen
zeigen, dass fir Be G

1,'(B)i={weQ: la(lw)eB}eF

gilt.
Definition des Indikatorfunktion folgt:

1, weA

]lA(w) - {0’ W e A

Fir B € g haben wir dann

1I;Y(B) = {w € Q: I,(w) EB}EF
0,0€B,1€B
p,0¢B,1¢B
A, 0¢B,1€B
A°0€B,1¢B

EF

Da F nach Vorraussetzung eine o-Algebra wie Qund A € F

(b) Seien A;,..., A, € F Ereignisse fiir n € N. Wir definieren nun die Indikatorsumme
™
X(w) =) Ta(w) =1aw)+---+14,w), wel
=1

Was wird durch die Indikatorsumme X ausgedriickt?

Die Indikatorfunktion I, gilt an, als das i-te Ereignis A; eingetreten ist oder nicht.
Die Indikatorsumme X gilt: die Anzahl des eintreten des Ereignisse unter Ay, ..., 4, an

¢) el ke M mit £ < n. Was wird durch die Ereignisse
(c) Sei k € N mit k Wi ird durch die Ereigni
{X <k} und {X =k}
ausgedriickt?

Mit {X < k} bzw {X > k} wird das Ereignis beschrieben, dass héchstens bzw
mindestens k der Ereignisse A; eintreten
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(d) Ein Versuch mit den moglichen Ergebnissen Treffer und Niete werde 2n - mal durchgefiihrt.
Die ersten n Versuche bilden die erste Versuchsreihe, die zweiten n Versuche bilden die zweite
Versuchsreihe. Beschreiben Sie folgende Ereignisse mit Hilfe geeigneter Zufallsvariablen:

Wir definieren die Zufallsvariablen
Q= {(wl, W3, ., wan)| w; €{0,1},i € {1, ..., Zn}}
A ={w €| w; =1}

XZ]]A und Y: Z I,

i=n+1
|V|It dleser Notation kdnnen wir dann die Ereignisse schreiben, als

(i) In der ersten Versuchsreihe tritt mindestens ein Treffer auf.
X=1}

(ii) Bei beiden Versuchsreihen treten gleich viele Treffer auf.
{X=Y}

(iii) Die zweite Versuchsreihe liefert mehr Treffer als die erste.
{Yy > X}

(iv) In jeder Versuchsreihe gibt es mindestens eine Niete.
{X<nin{y <n}

Aufgabe 13

Gegeben seien die Funktionen f,. (¢ € M) mit

0, fiir = <0,
folz) =4 &(x-3)5, fir 0<z<3,
0, fir = > 3.

{a) Fiir welche Werle ¢ € M ist [, Dichtelunktion einer Wahrscheinlichkeitsverteilung?

f: R — R ist Dichtfunktion siner stetigen Zufallsvariable, falls gilt:
) f(x=0)Vx€eR

ii) f f(x)dx=1

Zui)
Flir0 < x < 3ist

1
flx) = §(x —3)¢=0 & cist gerade
Und fir x € [0,3]ist f(x) =0=0

ZU ii)
ff(x)dx—f (x—3)dx == f(x—S)C
1 3 (x 3)c+1 3
§f(x —dx =gl
0 0
1 C+1 ( 3)C+1
6( c+1 ))
1 ( 3)C+1
5( c+1 )
(- 3)c+1 B
cri -

= (-3)*1=-9¢-9
= (-3)(-3)*=-9c—-9
= (-3)=3c+3
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>c=2

D.h. fur ¢ = 2 ist f eine Dichtefunktion

(b) Ermitteln Sie (fiir die in (a) bestimmten Werte ¢) die zur Dichtefunktion f. gehdrende Vertei-
lingsfunktion.

Mit ¢ = 2 folgt
firt < 0:

Fi(t) = ff(x)dxz desz

fir0 <t < 3:
E(t) —f (x—3)%dx = [(x_;)
0
(t - 3)3 27
5 3
1((t— 3)3
5( - (= 9))
1/(t— 3)3
~9
1/(t— 3)
~9
fur3 <t:
t
— 1 2 (3 - 3)
F(t)_of§ (x—3) dx—§<——3—)+1_—(0)+1_1
(¢) Berechnen Sie P(X € (1,2|), wobei P die zugrundeliegende Wahrscheinlichkeitsverteilung be-
zeichmet.

P(X € (1,2]) = P(1 <X< 2) = E,(2) - E,(1)

J F(t)dt — j £(t) dt

1/(2-13)3 (1-3)3
e (3(452) )
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