23SS Stocha PU 2

Aufgabe 4
Eine unverfilschte Miinze wird dreimal hintereinander geworfen.

(a) Geben Sie fiir dieses Experiment eine geeignete Ergebnismenge €2 und ein Wahrscheinlichkeits-
mafl P an.
Q= {(wl, Wy w3): w; € {K, 2}, € {1,2,3}}
Q] =23 =8

(b) Beschreiben Sie die folgenden Ereignisse als Teilmengen von €2 und berechnen Sie die zugehori-
gen \Wahrscheinlichkeiten:

A .Im ersten Wurf fiallt Kopf und im letzten Wurf fillt Zahl*
B : .In den drei Wiirfen erscheint Kopf hiaufiger als Zahl®
A= {(0)1, wWo, (U3):(l)1 = K,(A)Z € {K,Z},(A)g = Z}

A={(K.K,2),(K,Z,2)}

Al 2 1
PA = —_— = — = -
(4) o 8 4

B = {(wy, wyw3):w; € {K,Z},i €{1,2,3},}
B ={(K,K,K),(K,K,2),(K,Z,K),(Z,K,K)}

B| 4 1
PB = —_— = — = =
(B) Q] 8 2

Aufgabe 5

Zeigen Sie, dass das folgende Mengensystem eine o-Algebra iiber € # () ist:

A = {A C Q| A hochstens abziihlbar oder A° hochstens abzihlbar}

Hinweis: Sie konnen ohne eigenen Nachweis foleende Eigenschaften von abzihlbaren Mengen ver-

wenden:
(1) Jede Teilmenge einer hichstens abzihlbaren Menge ist hochstens abzihlbar.

(2) Vereinigungen einer abzihlbaren Anzahl von hochstens abzihlbaren Mengen sind hochstens
abzahlbar.

F ist eine g-Algebra, wenn

(A1) Q,0eA

(A2) Aus B € A folgt B¢ € A

(A3) Aus B; € A Vi € Nfolgt Uj2, B; € A

Zu (A1)
@ € A, da héchstens abzihlbar und Q¢ = @ € A

Zu (A2)

Angenommen A € A
Falls A hochstens Abzdhlbar (A°) = A= A€ A
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Falls A€ hochstens Abzdhlbar = B
B = (A =4

Zu (A3)
A, A, ... EA
Falls: A; ist hochstens abzahlbar Vi € N
U2, 4; ist mit Hinweis (2) héchstens abzihlbar

= UAL EA
i=1

Falls: 3iy € N 4;, nicht héchstens abzahlbar
= Aj isthéchstens abzahlbar

[ee] ¢ 0 c
— c
> UAi —ﬂAi c A¢
i=1 i=1

A : hochstens abzéhlbar

= Beweis 1
= (U2, 4;)° héchstens abzihlbar

= UAL EA
i=1

Aufgabe 6

Gegeben seien eine Ergebnismenge €2 und eine o - Algebra F sowie zwei Wahrscheinlichkeitsmafe
Py, P> auf (2, F). Weiter sei fiir A € (0,1) die Abbildung Py : F — R definiert durch

P\(A) = /\Pl(A)-F('I —/\)P-)_(A). AeF.

Zeigen Sie, dass P fiir A € (0, 1) ebenfalls ein Wahrscheinlichkeitsma$ auf (€2, F) ist.
Bedingungen fur Wahrscheinlichkeitsmal
1. 0<Py(A)<1furalledeF
2. P =1
3. Wenn 44, 4,, ... disjunkt, dann gilt

n n
P; UAi =ZPA(A1-)
i=1

i=1

Fiir 1:
Py(4) = APy (A) + (1 — )P, (4)

Esgilt 0 < Py(4):
0= AP (A)+(1—-24)P(4)
=0 =0
A={01) A={01)
1] =0

I

Also 0 < Py (4)

Esgilt P;(4) <1
AP A+ A-DPA) <2+(1-D)=1
Fur 2:
P (Q) = AP (Q) + (1 = D P, ()
=1+(1-1D)=1

Fiir 3:
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(U

AP (4) + (1 — )P, (A)
= AP, (Un Ai) + (1 =P, (Un Ai)
i=1 i=1

= AZ P(A) + (1 — A)Z P,(4)
i=1 i=1

N Z(APl(A) + (1= DP(A))
i=1

= 2P, (4))

Aufgabe 7

Eine Softwarefirma beschiftigt drei Programmierer P;, P> und P;. Von P; wurden 230, von P> 690
und von P3 460 Programmierungen im vergangenen Jahr vorgenommen. Hierbei haben bei
P 12% aller Programme mindestens zwei Programmierfehler,
40% aller Programme genau einen Programmierfehler,
Ps: 15% aller Programme genau einen Programmierfehler,
70% aller Programme keinen Programmierfehler,
Ps: 75% aller Programme keinen Programmierfehler,

10% aller Programme mindestens zwei Programmierfehler.

Die Softwarefirma wihlt aus allen geschriebenen Programmen zufillig eines aus.

(a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit hat das ausgewiihlte Programm keine Programmierfehler?

Bezeichnung:

A;: Das Programm ist von Programmierer P; fur i € {1,2,3}
K: Das Programm hat keinen Programmierfehler

E: Das Programm hat genau einen Programmierfehler

Z: Das Programm hat min zwei Programmierfehler

230 1
P(41) = 1355 =%

690 1
P(42) = 1355 =3

460 1
P(43) = 1355 =3
P(E|A;) =04

P(z|A;) = 0,12

P(K|A,) = 0,7
P(E|A;) = 0,15

P(K|A3) = 0,75
P(z|A3) =01

P(K|A;) berechnen
P(K|A;) =P((EUZ)°|A;) =1-P(EUZ|A)
=1—(P(ElA;) + P(2|4))) = 1- (04 +0,12) = 0,48

Dann erhalt man mit dem Satz der totalen Wahrscheinlichkeit:

3
PU) = ) P(KIA) * P(A)
i=1
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=048 —1+07 —1+075 —1——068
* * *
’ 6 ’ 2 ’ 3 ’

(b) Die Softwarefirma stellt fest, dass das Programm genau einen Programmierfehler aufweist. Mit
welcher Wahrscheinlichkeit stammt es vom Programmierer Py?
P(E|A;) =04
P(E|A;) =0,15
P(E|A3) = P((KUZ)¢|43) =1—P(K U Z|A3)
=1—(P(K|4s) + P(Z]45)) = 1= (075 + 0,1) = 0,15

P(4,E) = P(E|4;) x P(4;) _ P(E|Az) * P(A2)

P(E) > 1 P(E|A;) * P(A)
0,15 *%
= i T~ 0,39

0,4*%+0,15*7+0,15*§
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