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Einfihrung in die angewandte Stochastik

Losung zur 10. ["J'bung

Losung Aufgabe 33

(a) Seien x1,...,z, Realisationen von Xi,..., X, mit x; > 1 fiir alle i € {1,...,n} (sonst gilt
fal(zi) = 0). Dann ist die zugehorige Likelihood-Funktion aufgrund der stochastischen Unabhéngig-
keit der Zufallsvariablen Xy, ..., X, gegeben durch

n n
o
Lialzy,....xn) = [ falz) = [ ==
i=1 i=1 T
Betrachte Maximierung der Log-Likelihood-Funktion:

(o) =In(L(a|zy,...,24))

n

=In(a”) + In(J ;")

=1

— H a+1) < 0.

= nln(a +Z ))In(x;) = nln(a) — (e + 1) Z:lnacZ a > 0.

Die Funktion [ ist differenzierbar auf (0, co) mit

! n =
=223 (), 0.
a) s n(z;), «a>

Also gilt

'a){= 0 <+=al= 72?:1111(%)

fir o > 0. Fr
n

iy In(a:)
gilt daher: [ ist streng monoton wachsend auf (0, & und streng monoton fallend auf [&, co). Damit
ist & die (eindeutige) ML-Schétzung fiir « (bei geg. z1,...,zy).

o=

(b) Einsetzen der n = 12 gegebenen Datenwerte liefert den folgenden Schétzwert fiir «:

12
& = — 0,903.

2 i1 In(zi)
(c) Ersetzen von « durch den Schétzwert & ~ 0.903 liefert:

1 1

P@(Xl > 2) =1- F@(Q) ~1-— (1 — 207903) = 20,903

~ 0,535.



Losung Aufgabe 34

Zur Beschreibung der Situation betrachte stochastisch unabhéngige Zufallsvariablen Xi,..., Xy,
n = 1000, mit der Interpretation

Y, 1, i-ter Passagier tritt Flug nicht an,
1 0, i-ter Passagier tritt Flug an.

Dann gilt X; ~ bin(1,p),i =1,...,n mit p € (0,1) unbekannt.

GeméB Vorlesung ist in dieser Situation ein approximatives zweiseitiges (1 — «)-Konfidenzintervall
fiir p gegeben durch

K= |- " =+ AT )

Hier bezeichnet u;_ /5 das (1 — «/2)-Quantil der Standardnormalverteilung N (0,1) und p = = =

% > x; die tbliche erwartungstreue Punktschétzung fiir p.

Finsetzen der vorgegebenen Zahlenwerte fiihrt zum gewilinschten Konfidenzintervall: Es gilt
n = 1000, ]3::2:7—4:0.074, 1—a=0.9.
1000
Insbesondere folgt o« = 0.1 und damit 1 — /2 = 0.95. Einer Tabelle mit Quantilen der Standard-
normalverteilung lasst sich entnehmen:
Ul _qj2 = U0.95 R~ 1.64.

Damit ergibt sich fiir das gesuchte Konfidenzintervall:

1.64 1.64
K ~[0.074 — v0.074 - 0.926,0.074 + ——=+/0.074 - 0.926
| v/1000 v/1000 ]

~ [0.060,0.088].

Losung Aufgabe 35

(a) (i) GemaB D 5.6 ist ein zweiseitiges Konfidenzintervall fur p zum Konfidenz-Niveau 1 — «
bei bekannter Varianz o2 gegeben durch:

_ o _ o
Ky = |7 — ul—a/2%a z+ ul—a/2ﬁ )
wobei u;_q /5 das (1 — a/2)-Quantil der Standardnormalverteilung N (0,1) bezeichnet.
Einsetzen der vorgegebenen Zahlenwerte liefert:

n =12,
l—-a=09<a=01<1-a/2=0.95

= Up_q/2 = Uo.95 ~ 1.64,

0% =0.0324
= o0 =Vo?2=0.18,
12



(i)

Dabher ist das gesuchte Konfidenzintervall gegeben durch

0.18 0.18
Ky~ [3.528 — 1.64—— 3.528 + 1.64——
d V12 V12

Ein zweiseitiges Konfidenzintervall fiir ; zum Konfidenz-Niveau 1 — a bei unbekannter
Varianz o2 ist gemif D 5.8 gegeben durch

| ~ [3.443,3.613].

Ky = |2 —t1_qp(n—1)

Hierbei bezeichne t;_, /2(n —1) das (1 —«a/2)-Quantil zu t(n —1) (¢-Verteilung mit n — 1

Freiheitsgraden) und 6% = -7 | (z;—2)% = L (30, 22 —nz?) die erwartungstreue

Punktschitzung fiir 2.

FEinsetzen der vorgegebenen Zahlenwerte liefert:

n =12,
1—a/2=095
Tab.
= tl,a/Q(n — 1) = t0.95(11) ~ 1.796,
7~ 3.528,
1 12
5 — o 2)2
b= 11(;(% z)? ~ 0.185.

Dabher ist das gesuchte Konfidenzintervall gegeben durch
0.185 0.185

Ko~ [3.528 — 1.796 ———, 3.528 + 1.796 ——| =~ [3.432, 3.623|.

GemiB D 5.9 ist ein einseitiges unteres Konfidenzintervall fiir 02 bei unbekanntem
zum Konfidenz-Niveau 1 — « gegeben durch
n—1
K= [o. ]
Xa(n—1)
wobei 62 = L3 (2,—2)% = 15 (31| 22—n2?) die erwartungstreue Punktschétzung
fiir 02 bezeichne.

Einsetzen der vorgegebenen Zahlenwerte liefert:

n =12,

Tab.
a=001=x2(n—1) =2, (11) & 3.05,

~ vgl. )7
g2 VL o g

Dabher ist das gesuchte Konfidenzintervall gegeben durch
n—1
"xa(n—1)
Gemaéfi D 5.11 erhélt man ein einseitiges unteres Konfidenzintervall fiir o zum Konfidenz-

Niveau 1 — a = 99% durch Ziehen der Quadratwurzel aus den Intervallgrenzen des
Konfidenzintervalls aus (a):

K, = [\f()’ \/m 9 [0,/0.123] ~ [0, 0.351].
Xo T —

K3 =0 2] ~ [0,0.123].



(c) Versuchsplanung: Laut D 5.7 hat das zweiseitiges Konfidenzintervall fiir ¢ zum Konfidenz-

Niveau 1 — « bei bekannter Varianz o hochstens die Liange £, falls

2,2
. 4o UT_ o9

Einsetzen der vorgegebenen Zahlenwerte £y = 0.1, 02 = 0.0324, Up_q/2 = U0.95 ~ 1.64 liefert:

4-0.0324 - 1.642

> ~ 34.86.
"= 0.01

Also muss n > 35 gelten, damit die Lénge des Konfidenzintervalls héchstens 0.1 betrégt.

Losung Aufgabe 36

GeméB Modell D 5.12 und Verfahren D 5.13 der Vorlesung ist ein zweiseitiges (1—a)-Konfidenzintervall
fiir die Differenz der Erwartungswerte A = p; — pio bei unbekannter (gleicher) Varianz o2 gegeben

durch:

N R /1 1 . R 1 1
K= |A- tl—a/Z(nl + no — 2) Opool * 7171 + TTQ’ A+ tl—a/?(nl +no — 2) Opool * 771 + n72:|7

wobei A = Z — § eine Punktschitzung fiir die Differenz der Erwartungswerte A,

1 = 2 ny—1 no — 1

~2 —\2 —\2 1 ~2 2 ~9
o = E T, — T +E P — = o] + o
pool ny+no — 2 ‘ 1( ’ ) r 1(% 9) ny+no — 2 ! ni+no — 2 2

eine kombinierte Varianzschiitzung mit den Stichprobenvarianzen 6% und 3 der Stichproben 1, . . .

y Tnyq

und y1, ..., Yn, sOWie t_q/9(n1 +ng —2) das (1 — a/2)-Quantil der t(ny + ng — 2)-Verteilung sind.

In der hier vorliegenden Situation gilt:

ny = 12, ng = 8,

l1-a=09 & 1-

| o

=097 = tl_a/g(nl +ng — 2) = t0.975(18) ~ 2.101,

=504, §=506 = A=-02,

11-4.433 4 7 - 3.326
67 ~ 4433, &5~3.326 = &poolz\/ 1; ~ 2.0006.

Nach Einsetzen dieser Werte erhalten wir als zweiseitiges Konfidenzintervall fiir A = p; — pg zum

Konfidenzniveau 0.95:

1 1 1 1
K= [— 0.2 = 2.101 - 2.0006 - |/ -5 + 2, =02+ 2.101 - 2.0006 -/ 7 + g} ~ [-2.027,1.627).



Losung Aufgabe 37

(a) Gemaf D 7.4 der Vorlesung sind die mittels der Kleinsten Quadrate-Methode hergeleiteten
Schétzfunktionen fiir die Steigung b und den Achsenabschnitt a gegeben durch

v —0.0361
say  ~0.0361 o ey

b= 0.0136

2
Sz

und

a=Y —bT ~ 6.1 +2.654-2.65 ~ 13.133.

Hieraus ergibt sich die geschitzte Regressionsgerade

—

f(x) = a+bxr ~ 13.133 — 2.654z, =€ R.

Speziell fiir z = 2.7 (Eur/Kg) erhélt man die geschétzte Absatzmenge

o —

F(2.7) = 13.133 — 2.654 - 2.7 ~ 5.967.

(b) GemiB D 7.13 (iii) der Vorlesung ist ein zweiseitiges (1—a)-Konfidenz-Intervall fiir 2 gegeben
durch

(n —2)62 (n —2)62
K== 1 2
lea/z(n —2) Xa/Q(n —-2)

i

wobei X%(n —2) als f-Quantil zu x?(n — 2) und (vgl. D 7.7 der Vorlesung)

R 1 < .2 n 52
o oy Wb = TR,y = g
Zahlenwerte:
7 s> 7 (—0.0361)2
=7, 62=-s2(1- 2 )~ -01657(1—- ——————2 ) ~ 0.098,
n=" =gl Ga)Ng (= 50136 0.1657

l—a=09 = X} ,5(n—2)=x545(5) ~ 1107, x25(n —2) = x3.05(5) ~ 1.15.

Damit:
5-0.098 5-0.098

K~
11.07 * 1.15

~ [0.044, 0.426].



