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Aufgabe 4 4 Punkte

Eine aussagenlogische Formel ist in disjunktiver Normalform (DNF), falls sie eine
Disjunktion von Konjunktionen von Literalen ist.

Wir betrachten das Erfiillbarkeitsproblem fiir DNF-Formeln:

DNF-SAT
Eingabe: Eine aussagenlogische Formel ¢ in DNF.

Frage: Existiert eine erfiillende Belegung « fiir 7

Zeigen Sie, dass DNF-SAT in P liegt.

Losung:

Sei ¢ eine aussagenlogische Formel in DNF mit Klauseln C1, ..., ), auf den Variablen
X1,...,X,. Zunichst bemerken wir, dass ¢ erfiillbar ist, wenn eine der “Klauseln” erfiillbar
ist.

Wir betrachten nun nacheinander die Klauseln C4, ..., C,, von ¢. Eine solche Klausel C;
ist eine Konjunktion von Literalen und somit erfiillbar, solange es keine Variable X; gibt,
sodass C; sowohl X; als auch X enthélt. In diesem Fall ist C; unerfiillbar; ansonsten
betrachten wir die Belegung a: {Xy,..., X} — {0,1} mit

a(X;) = 1, falls X; in C; enthalten ist
0, andernfalls.
Dann erfiillt o die Klausel C; und somit ¢.

Folglich reicht es, eine solche erfiillbare Klausel von ¢ zu finden (oder festzustellen, dass
alle Klauseln von ¢ unerfiillbar sind), was in O(m - n?) Schritten machbar ist, indem
wir fiir jede Klausel und jede Variable den obrigen Test durchfiithren. Somit haben wir

DNF-SAT € P.
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Aufgabe 5 5 Punkte
Wir betrachten die folgende Variante von SAT:

MAX-3-VORKOMMNISSE-SAT

Eingabe: Eine aussagenlogische Formel ¢ in KNF, wobei jede Variable von ¢
hochstens 3 mal vorkommt.

Frage: Existiert eine erfiillende Belegung « fiir ¢?

Zeigen Sie, dass MAX-3-VORKOMMNISSE-SAT NP-schwer ist.

Losung:

Wir zeigen, dass SAT <, MAX-3-VORKOMMNISSE-SAT gilt.

Zunéchst stellen wir fest, dass MAX-3-VORKOMMNISSE-SAT C SAT gilt. Somit kdnnen
wir “syntaktisch inkorrekte” Eingaben (welche keine aussagenlogischen Formeln in KNF
kodieren) identisch abbilden.

Betrachten wir also nun eine aussagenlogische Formel ¢ in KNF, welche ohne Ein-
schriankung der Allgemeinheit nur die Variablen X7y, ..., X} nutzt. Wir konstruieren eine
MAX-3-VORKOMMNISSE-SAT-Instanz ¢’ aus ¢ wie folgt:

e Fiir jede Variable X; von ¢:

1. Ersetze das j-te Vorkommnis von X; durch die neue Variable Xg (unter
Beriicksichtigung der Negation).

2. Fiige die Klauseln (X} v X2), (X2V X32),..., (X7 v X5), (X! v X}) hinzu,
wobei ¢ die Anzahl der Vorkommnisse von X; in ¢ ist.
Offensichtlich kann ¢’ in Polynomialzeit aus ¢ konstruiert werden. Weiterhin enthélt ¢

jede Variable genau 3 mal (in einer Klausel aus ¢ und in zwei der neu hinzugefiigten
Klauseln) und ist in KNF, womit ¢’ eine MAX-3-VORKOMMNISSE-SAT-Instanz ist.

Bevor wir die Korrektheit der Reduktion zeigen, bemerken wir, dass jede erfiillende
Belegung von ¢’ den aus X; erzeugten Variablen den gleichen Wert zuweisen muss:
Die Klausel (A V B) ist dquivalent zu (A — B), weswegen die Konjunktion der fiir X;
hinzugefiigten Klauseln dquivalent zu einem Implikationskreis

X X2 5. X =X}

sind.

Nehmen wir nun an, dass ¢ erfiillbar ist, d.h. es existiert eine Belegung a: {X7,..., X3} —
{0,1}, welche ¢ erfiillt. Wir konstruieren nun eine Belegung o, welche ¢’ erfiillt, indem
wir o/ (X7) = a(X;) fiir alle j setzen. Aus unserer Voriiberlegung folgt, dass o alle neu
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hinzugefiigten Klauseln von ¢’ erfiillt. Betrachten wir also im Folgenden eine Klausel C’
von ¢, welche durch das obrige Verfahren aus einer Klausel C' von ¢ hervorgegangen ist.
Da ¢ C erfiillt, gibt es also ein i so, dass X; (bzw. X;) in C' vorkommt und von « erfiillt
wird. Entsprechend existiert dann ein j so, dass Xg (bzw. Xl-j ) in C’ vorkommt und von
o erfiillt wird, da o/ (X7) = a(X;) gilt. Folglich erfiillt o/ also die Klausel C’, und somit
alle Klauseln von ¢’ Insgesamt folgt also, dass ¢’ ebenfalls erfiillbar ist.

Sei nun ¢’ erfiillbar, d.h. es existiert eine erfiillende Belegung o fiir ¢, welche nach unserer
Voriiberlegung fiir alle i € {1,...,k} allen aus X; erzeugten Variablen den gleichen Wert
zuweist. Wir definieren eine Belegung a: {X1,..., Xx} — {0,1} via a(X;) = o/(X}).
Betrachten wir nun eine beliebige Klausel C' von ¢, welche durch das obrige Verfahren
zu einer Klausel C’ von ¢’ transformiert wird. Da o/ insbesondere C” erfiillt, existiert
also i, J so, dass XZ] (bzw. Xg ) in C’ liegt und von « erfiillt wird. Entsprechend gilt
o/ (X)) = o/ (X}) = a(X;), und somit erfiillt o die Klausel C, welche X; (bzw. X;) enthilt.
Insgesamt folgt also, dass ¢ erfiillbar ist.

Folglich ist ¢ genau dann erfiillbar, wenn ¢’ erfiillbar ist, und wir erhalten SAT <,
MAX-3-VORKOMMNISSE-SAT, womit MAX-3-VORKOMMNISSE-SAT NP-schwer ist.
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Aufgabe 6 6 Punkte
Wir betrachten das folgende Problem (siehe Ubungsblatt 8):

{—1,0,1}-RESTRICTED INTEGER PROGRAMMING
Eingabe: Eine Matrix A € {—1,0,1}"*" und ein Vektor b € {—1,0,1}"™.

Frage: Gibt es einen Vektor = € {0,1}" mit Az > b7

Zeigen Sie, dass {—1,0,1}-RESTRICTED INTEGER PROGRAMMING NP-vollstandig ist.

Losung:

{~1,0,1}-RESTRICTED INTEGER PROGRAMMING € NP wurde bereits auf Ubungsblatt
8 gezeigt.

Um zu zeigen, dass {—1,0,1}-RESTRICTED INTEGER PROGRAMMING NP-schwer ist,
zeigen wir 3SAT <, {—1,0,1}-RESTRICTED INTEGER PROGRAMMING.

Dafiir bilden wir zunéchst “syntaktisch inkorrekte” Eingaben auf eine beliebige Nein-
Instanz von {—1,0,1}-RESTRICTED INTEGER PROGRAMMING ab.

Betrachten wir nun eine Formel ¢ in 3-KNF mit m Klauseln Cy, ..., Cy,. Ohne Einschrian-
kung der Allgemeinheit nutzt ¢ nur die Variablen X;,..., X,,.

Wir konstruieren nun aus ¢ eine ((2n + m) x 2n)-Matrix A, welche folgendes (Un)-
Gleichungssystem iiber den 2n Literalen Xy,..., X,,, X1,..., X, von ¢ beschreibt:

e Fiir jede Variable X; fiigen wir die Ungleichungen X; + X;>1 (Typ la) und
—X; — X; > —1 (Typ Ib) ein. Somit setzt jede Losung entweder X; oder X; auf 1,
wahrend das andere Literal auf 0 gesetzt werden muss.

o Fiir jede Klausel C; = X1V A2V A; 3 fiigen wir die Ungleichung A\; 1 +X; 2+ X3 > 1
(Typ II) hinzu. Somit muss jede Losung mindestens ein Literal jeder Klausel auf 1
setzen.

Schreiben wir diese Ungleichungen nun der Reihe nach in die Zeilen von A (d.h. fiir
1 < j < n gibt die Spalte j die Koeffizienten von X; an; fiir n +1 < n + j < 2n gibt die
Spalte n + j die Koeffizienten von YJ an), so erhalten wir

1, fallsj=ioder j=n+iundi<n (Typla),

—1, fallsj=idoder j=n+iund n+1<1i<2n (Typ Ib),

Ay =141, falls X; € C;und 1 < j < nsowie 2n+ 1 < i (Typ II)

1, falls X; € Ciundn+1<n+j<2nsowie2n+1<i (Typ II)

0, sonst
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und
1, fallsi <n (Typ la),

by =< —1, fallsn+1<i<2n (Typ Ib),
1, falls2n+1 <4 (Typ II).

Offensichtlich kénnen A und b in Polynomialzeit aus ¢ konstruiert werden.

Nehmen wir zunéchst an, dass ¢ erfiillbar ist. Dann existiert eine erfiillende Belegung «
von ¢, und wir betrachten = € {0, 1}?" mit

a(X;), falls 1 < j <n,
T;=
J 1—a(X;), falsn+1<n+j<2n,

also den Vektor der Belegungen von Xi,...,X,, X1,..., X, unter o. Dann gilt auch
Az > b, da o mindestens ein Literal jeder Klausel erfiillt (also die Ungleichungen vom Typ
IT erfiillt); die Ungleichungen der Typen Ia und Ib werden von jedem “Belegungsvektor”
erfiillt.

Sei nun andersherum z € {0, 1}?" eine Losung von Az > b. Wir betrachten die Belegung
a: {X1,..., X} — {0,1} mit

(X)) 1, fallsz; =1,
a(X;) =
! 0, fallsz; =0.

Dann erfiillt o genau die Literale, welche in « den Wert 1 haben, weil x die Ungleichungen
der Typen la und Ib erfiillt. Da z die Ungleichungen vom Typ II erfiillt, muss auch «
somit mindestens ein Literal einer jeden Klausel von ¢ erfiillen, womit ¢ erfiillbar ist.

Es folgt 3SAT <, {—1,0,1}-RESTRICTED INTEGER PROGRAMMING und da 3SAT be-
reits NP-vollstandig ist, ist auch {—1,0,1}-RESTRICTED INTEGER PROGRAMMING NP-
vollstandig.
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