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Ubungsblatt 3

Abgabetermin: Mittwoch, der 9. November 2022 um 14:30

Tutoriumsaufgabe 1 ((Un-)Entscheidbarkeit)

Formulieren Sie folgende Probleme als Sprache (z.B. H = {(M)w | M hélt auf w} fiir das
Halteproblem). Zeigen oder widerlegen Sie, welche der folgende Probleme entscheidbar
sind. Nutzen Sie die Unterprogrammtechnik fiir Beweise der Unentscheidbarkeit.

a) Eingabe: Eine TM M.
Frage: Stoppt M auf keiner Eingabe?

b) Eingabe: Eine TM M; ein Wort w.
Frage: Schreibt M auf der Eingabe w jemals ein Nicht-Blank-Symbol auf das Band?

c) Eingabe: Eine TM M.
Frage: Halt M auf der Eingabe 110 nicht?

Losung:

a) Lpever = {(M) | M hélt auf keiner Eingabe} ist unentscheidbar. Angenommen,
Lyever wire entscheidbar, d.h. es existiert eine TM M ever, Welche Lyever entscheidet.
Wir konstruieren per Unterprogrammtechnik eine TM My, welche Halteproblem H
entscheidet.

Die TM My verhalt sich wie folgt:

e Zunéchst wird gepriift, ob die Eingabe das Format (M)w hat. Falls nein, so
verwirft My sofort.

e Andernfalls konstruieren wir eine TM M™ mit den folgenden Eigenschaften:

— Auf jeder Eingabe 16scht M™ ihre Eingabe, schreibt w auf das Band und
simuliert das Verhalten von M auf der Eingabe w. Falls M halt, so verwirft
MY,

e Nun priift My mittels dem Unterprogramm Mpever, 0b (M™) € Lyeyer gilt.
Falls ja, so verwirft My, andernfalls akzeptiert M.

Offensichtlich verhélt sich My auf Eingaben, welche nicht das Format (M )w haben,
korrekt. Ansonsten hélt M™ genau dann auf keiner Eingabe, wenn M auf w nicht
halt (andernfalls halt M* auf jeder Eingabe). Da Myever genau dann akzeptiert,
wenn (M"™) ¢ Lpever gilt, folgern wir, dass My die Eingabe (M)w genau dann
akzeptiert, wenn M auf w hélt.
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b)

Somit entscheidet My das Halteproblem, was aber bekanntermafen unentscheidbar
ist. Es folgt, dass Lpever nicht entscheidbar ist.

L = {(M)w | M schreibt auf Eingabe w ein Nicht-Blank-Symbol auf das Band}
ist entscheidbar.

Betrachten wir zunéchst eine TM M, welche auf einer gegebenen Eingabe w stets
Blanks schreibt. Somit ist der Bandinhalt (abgesehen von Blanks links und rechts
der Eingabe) stets von der Form B*w’ erreichen (da keine Nicht-Blanks geschrieben
werden), wobei k£ € N und w’ ein Suffix von w ist, d.h. es gibt nur |w| verschiedene
Moglichkeiten fiir den Bandinhalt von M bei Eingabe w. Weiterhin kann M nur
Konfigurationen der Form ¢B*w'’ erreichen.

Wir zeigen nun, dass dann die Anzahl der von M besuchten Bandpositionen durch
eine Funktion in |@] und |w| beschrénkt ist, falls M auf w hélt. Dazu stellen wir fest,
dass M auf einem leeren Band nach maximal |@| + 1 Schritten eine Konfiguration
wiederholt (und somit in einer Endlosschleife ist); M kann also (nach dem kompletten
Uberschreiben der Eingabe mit Blanks) hochstens |Q| Positionen rechts des letzten
Eingabesymbols besuchen, ohne eine Konfiguration zu wiederholen.

Nehmen wir nun an, dass M eine Konfiguration ¢ Bw’ (wobei w’ wiederum ein Suffix
von w ist) mit ¢ > |@Q| erreicht hat. Dann hat M auch |Q| + 1 Konfigurationen der
Form ¢B'w' mit i € {1,...,|Q| + 1} erreicht (ggf. unterscheiden sich die Zustéinde
in den Konfigurationen). Insbesondere hat M dabei aber einen Zustand mehrfach
erreicht; es existiert also ein ¢ € @ so, dass M die Konfigurationen ¢B*w’ und
gBYw' fir zwei z,y € {1,...,|Q| + 1} erreicht hat. Gilt x = y, so hat M eine
Konfiguration wiederholt und befindet sich in einer Endlosschleife, andernfalls muss
M aber auch die Konfigurationen ¢B¢!*=¥lw’ fiir alle ¢ € N erreichen und kann
somit nie halten. Es folgt, dass M auf w entweder nicht hélt, oder sich nie mehr als
|Q| Positionen von einem Nicht-Blank-Symbol auf dem Band entfernt. Da M keine
Nicht-Blank-Symbole schreibt und initial |w| Positionen des Bandes beschrieben
sind, kann M also hochstens |w| + 2 - |@Q| Bandpositionen besuchen, falls M halt.
Genauer: M kann in diesem Fall maximal |@Q)| Positionen links und |@Q| Symbole
rechts des letzten Eingabesymbols erreichen.

Hélt M also auf w, so kann M maximal |Q|-(|w|+2-|Q|) verschiedene Konfigurationen
erreichen (je eine pro moglicher Kopfposition und méglichem Zustand). Wir kénnen
L also mit folgendem Verfahren entscheiden:

e Zuerst priifen wir die Eingabesyntax. Ist die Eingabe nicht von der Form (M )w,
so verwerfen wir die Eingabe.

e Andernfalls simulieren wir die TM M auf der Eingabe w fiir |Q] - (Jw| +2-|Q))
Schritte. Schreibt M wéahrend der Simulation ein Nicht-Blank-Symbol, so
akzeptieren wir.

e Endet die Simulation ohne, dass M ein Nicht-Blank-Symbol geschrieben hat,
so verwerfen wir.
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Offensichtlich werden Eingaben, die nicht das Format (M)w haben, korrekt behan-
delt. Fiir Eingaben der Form (M )w hingegen unterscheiden wir 3 Falle:

e M hilt auf w und schreibt dabei ein Nicht-Blank-Symbol: Dann schreibt M
das Nicht-Blank-Symbol nach hochstens |@Q|- (|w|+2-|Q)|) Schritten, und unser
Verfahren akzeptiert korrekterweise.

e M halt auf w und schreibt dabei kein Nicht-Blank-Symbol: Dann hélt w
wahrend der Simulationsphase an, und unser Verfahren verwirft korrekterweise.

e M hélt nicht auf w und schreibt dabei kein Nicht-Blank-Symbol: Dann gerét
M auf w in eine Endlosschleife, und durchlduft diese bis zum Simulationsende
mindestens ein mal, ohne dabei ein Nicht-Blank-Symbol zu schreiben. Folglich
verwerfen wir die Eingabe korrekterweise.

e M hélt nicht auf w und schreibt dabei mindestens ein Nicht-Blank-Symbol:
Dann gerdt M auf w in eine Endlosschleife, und durchlduft diese bis zum
Simulationsende mindestens ein mal, d.h. M schreibt schon wéihrend der
Simulation mindestens ein mal ein Nicht-Blank-Symbol und wir akzeptieren
korrekterweise.

Somit ist unser Verfahren korrekt. Es folgt, dass L entscheidbar ist.

L = {(M) | M halt nicht auf der Eingabe 110} ist unentscheidbar. Angenommen,
die Sprache D wire entscheidbar, d.h. es existiert eine TM My, welche L entscheidet.
Wir konstruieren per Unterprogrammtechnik eine TM M., welche das spezielle
Halteproblem H. entscheidet.

Die TM M, verhalt sich wie folgt:

e Zunéchst wird gepriift, ob die Eingabe eine valide Godelnummer ist. Falls nein,
so verwirft M, sofort.

e Andernfalls hat die Eingabe die Form (M), und wir konstruieren eine TM M*
mit den folgenden Eigenschaften:

— M* priift, ob die Eingabe 110 ist. Ist dies nicht der Fall, so verwirft M*.

— Auf der Eingabe 110 hingegen simuliert M* das Verhalten von M auf der
Eingabe ¢. Falls M halt, so verwirft M™.

e Nun priift M, mittels dem Unterprogramm My, ob (M*) € L gilt. Falls ja, so
akzeptiert M., andernfalls verwirft M.

Offensichtlich verhélt sich M. auf Eingaben, welche keine validen Goédelnummern
sind, korrekt. Ist die Eingabe hingegen eine Godelnummer (M), so verwirft M*
genau dann die Eingabe 110, wenn M auf € hélt (andernfalls hélt M* nicht). Da
M. genau dann akzeptiert, wenn (M*) € L gilt, folgern wir, dass M. die Eingabe
(M) genau dann akzeptiert, wenn M auf ¢ hélt.

Somit entscheidet M, das spezielle Halteproblem, was aber bekanntermafen unent-
scheidbar ist. Es folgt, dass L nicht entscheidbar ist.
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Tutoriumsaufgabe 2 (Diagonalisierung)

Sei
L = {1* | k € N, M}, akzeptiert 1* nicht}.

Zeigen Sie durch Diagonalisierung, dass L nicht entscheidbar ist.

Losung:

Angenommen, es gibt eine TM Mj, die L entscheidet. Wir unterscheiden, ob 17 in L ist
oder nicht.
e Fall 1:

Vel =" Make 19 "5 17 ¢ L.

e Fall 2:
Def. M Def, L

V¢L =" Mverw. 1Y = M; akz. 17 nicht =1/ € L.

Beide Félle fithren zu einem Widerspruch. Es gibt also keine solche TM M;, und damit
ist L nicht entscheidbar.
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Tutoriumsaufgabe 3 (Machtigkeiten von Mengen)

Was sind die Méachtigkeiten der nachfolgenden Mengen? Unterscheiden Sie insbesondere
zwischen abzdhlbaren und iiberabzdhlbaren Mengen. Beweisen Sie die Korrektheit Threr
Ergebnisse.

a)
b)
c)

d)

Losung:

a)

b)

M; = {{M) | M Turingmaschine}
My = {L C {0,1}* | L ist unentscheidbar}
M3 ={L C {0,1}* | L ist endlich}

My = {M | M Turingmaschine}

Die Menge ist abzdhlbar unendlich.

Eine geeignete “Einschrankung” der Bindrkodierung bin: N — {0,1}* ist eine
Surjektion nach Mj, da jede Gédelnummer auch eine bindrkodierte natiirliche Zahl
ist. Da aber nicht jede bindrkodierte natiirliche Zahl auch eine Godelnummer ist,
miissen wir unsere Abbildung dahingehend &dndern, dass wir solche Zahlen etwa
auf eine feste Godelnummer w; abgebildet werden. Dies gibt uns die Surjektion
f: N — M; mit

w1 sonst.

bin(n) falls bin(n) eine Godelnummer ist
fn) =

Die Menge ist iiberabzahlbar.

Bekanntermaken ist 2101 die Menge aller Sprachen (iiber {0,1}), gleichméchtig
zum Kontinuum R, womit wir eine obere Schranke erhalten. Weiterhin gilt 2101} =
Myw{L C {0,1}* | L entscheidbar}, wobei die Menge der entscheidbaren Sprachen
bekanntermafsen abzahlbar ist.

Wire M, also auch abzihlbar, so wire 2{01" als Vereinigung zweier abzihlbarer
Mengen abzahlbar: Angenommen, A und B sind abzédhlbare Mengen. Dann existieren
Surjektionen f: N — A und g: N — B aus denen wir eine Surjektion h: N - AU B
konstruieren konnen, etwa

h(n) = {f("/2) falls n gerade
g((n—1)/2) falls n ungerade.

Folglich muss My iiberabzéhlbar sein.
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c) Die Menge M3 ist abzéhlbar unendlich.

Sei vy, v9, ... die kanonische Aufzdhlung der Wérter tiber {0, 1}. Jede Sprache L
tiber {0, 1} lésst sich vollstandig durch eine charakteristische Folge x 1, beschreiben,
welche an Position k eine Eins hat, falls vy in L liegt, und eine Null sonst.

Charakteristische Folgen endlicher Sprachen haben folglich nur endlich viele von
Null verschiedene Eintrage, und insbesondere existiert ein k € N so, dass v, das
“letzte” Wort einer endlichen Sprache L in der kanonischen Aufzéhlung der Worter
iiber {0, 1} ist. Es folgt, dass zur vollstdndigen Beschreibung von L bereits die ersten
k Eintrdge von Y ausreichen; alle nachfolgenden Eintrége werden implizit als Null
angenommen. Wir konnen jede endliche Sprache also als endliches Wort iiber {0,1}
kodieren, etwa via f: {0,1}* — M3 mit

f(x) ={v € {0,1}* | v ist das i-te Wort in der kanonischen Aufzdhlung und x; = 1}.

Dann ist f eine Surjektion, und wir erhalten eine Surjektion h: N — Mj3 durch die
Komposition mit einer surjektiven Aufzahlungsfunktion g: N — {0,1}* (etwa die
kanonische Aufzéhlung) als h = f o g.

d) My ist keine Menge, sondern eine echte Klasse wie die Klasse aller endlichen Graphen.

Dies folgt daraus, dass insbesondere jeder Zustand ein beliebiges mathematisches
Objekt und somit eine beliebige Menge sein kann. Insbesondere gibt es also eine
“Surjektion” der echten Klasse aller Mengen in My.
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