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Aufgabe 4 (Palindrome mit 2-Band-TM) 4 Punkte

Fiir ein Wort w = wqws . . . w,, mit w; € ¥ bezeichnen wir mit w™! = wywy,_1 ... w; die
“Spiegelung” von w. Sei nun L = {ww™! | w € ¥*} die Sprache der Palindrome gerader

Lénge iiber dem Alphabet ¥ = {0, 1}.

Beschreiben (in Worten) Sie eine moglichst effiziente 2-Band-TM, die L entscheidet.
Analysieren Sie den Zeit- und den Speicherplatzbedarf der von Thnen entworfenen
Maschine.

Hinweis: Uberlegen Sie sich zuerst, wie ein zweites Band die Erkennung eines Wortes in
L schneller machen kann.

Losung:

Die Idee besteht darin, die Eingabe zunéchst auf das zweite Band zu kopieren und dann die
Kopfe beim Vergleich in entgegengesetzte Richtungen zu bewegen. Alternativ kann auch
das Wort in umgekehrter Reihenfolge auf das zweite Band geschrieben werden. Es ist nicht
moglich den Schritt des kopierens (egal ob in umgekehrter oder normaler Reihenfolge)
auszulassen, da das zweite Band mit B initialisiert ist. Wahrend dem kopieren auf das
zweite Band {iberpriift man aufserdem ob das Wort gerade Lénge hat, indem man zwei
unterschiedliche Zustidnde zum kopieren verwendet, zwischen denen man hin und her
wechselt.

Fiir das kopieren, zidhlen und zuriicklaufen sind etwa 2n Schritte notig. In einer zweiten
Phase werden beide Zeichenketten miteinander verglichen. Durch die Verwendung von 2
Béndern (mit 2 Schreib-/Lese-Kopfen) ist Phase 2 ebenfalls in etwa n Schritten moglich.
Zusammen dauert der Vergleich 3n + O(1) Schritte, also liegt die Gesamtlaufzeit in O(n).
Sowohl beim kopieren als auch beim vergleichen sind es nicht genau n bzw 2n Schritte,
da die TM das Ende des Wortes erkennen muss, also jeweils ein Zeichen mehr betrachtet
und dann wieder auf das Wort zuriickgeht was etwa 2 Schritte extra kostet.

1) Kopiere Band 1 auf Band 2 und priife wihrenddessen ob die Eingabeldnge gerade
ist. Falls ungerade, terminiere mit NEIN.

2) Bewege Kopf 1 zuriick auf den Start und lasse dabei Kopf 2 auf dem letzten Zeichen
der Eingabe (auf Band 2) stehen.

3) Lese die Zeichen auf beiden Béandern und vergleiche sie. Falls ungleich, terminiere
mit NEIN. Andernfalls bewege Kopf 1 nach rechts und Kopf 2 nach links.

4) Wiederhole Schritt 3 bis beide Kopfe ein Blank lesen. Dann terminiere mit JA.

Erklarung zu Schritt 4: Beim lesen des Blank-Symbols (das nicht in der Eingabe vorkom-
men kann) wissen wir, dass wir das Ende des Wortes erreicht haben und wenn wir vorher
noch nicht mit NEIN terminiert haben, dann war das Wort ein Palindrom. Ohne den Test
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auf gerade Eingabeldnge in Schritt 1 wiirden wir beliebige Palindrome akzeptieren, was
aber nicht der Aufgabenstellung entspricht.
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Aufgabe 5 (Einseitig beschrianktes Band) 5 Punkte

Eine TM mit einseitig beschranktem Band ist eine 1-Band-TM, die die Positionen p < 0
nie benutzt (und mit dem Kopf auf Position 1) startet. Zeigen Sie, dass jede 1-Band-TM
M durch eine 1-Band-TM M’ mit einseitig beschranktem Band simuliert werden kann. Sie
miissen nur das Akzeptanzverhalten der simulierten TM M iibernehmen, dass heiflt es ist
nur das erste Zeichen der Ausgabe relevant. Geben Sie eine moglichst effiziente Simulation.

Geben Sie den Zeitverlust ihrer Simulation an, d.h. falls die simulierte TM M t(n)
Schritte lauft, wie viele Schritte ben6tigt ihre Simulation M’ (asymptotisch) abhéngig
von t(n)?

Hinweis: Uberlegen Sie sich zuerst wie die Turingmaschine erkennen kann dass das Ende

des Bandes erreicht ist.

Losung:

Wir simulieren eine 1-Band-TM mit beidseitig unendlichem Band auf einer 1-Band-
TM mit einseitig unendlichem Band. Dazu benutzen wir eine zweite Spur. Zugriffe auf
Bandpositionen p < 0 werden auf Position 1 — p umgelenkt. An Position 0 steht ein
Sonderzeichen, das sonst nicht verwendet wird, z.B. ein $. Das neue Bandalphabet ist
also They := T UT2 U {$}. Die Beschreibung der Zustandsiibergangsfunktion wird dabei
doppelt so grofs, sie enthélt ndmlich einmal das urspriingliche und unverénderte §, und
einmal ein gespiegeltes §'. Wo § ein L enthilt, enthilt 4’ ein R, und umgekehrt.

Falls der Kopf auf einer Position p > 0 steht, verhélt sich die neue TM wie die urspriingliche
TM, verwendet also die Ubergéinge aus §, wobei die Symbole in Spur 2 ignoriert werden.
Dasselbe gilt an Position 0, sofern der Kopf nach rechts oder gar nicht bewegt wird.
Wenn die urspriingliche TM aber nach links gehen wiirde und sich der Kopf an Position 0
befindet (was am $ zu erkennen ist), so findet stattdessen ein Schritt nach rechts statt
und es wird bis zum néchsten Besuch der Position 0 die Ubergangsfunktion & statt ¢ bzw.
0’ statt § benutzt.

Erreicht die simulierte TM den Endzustand, schreibt die neue TM das entsprechende
Zeichen von Spur 1 oder 2 auf das Band (statt dem Zeichen (a, b) schreibt die neue TM a
wenn sie aktuell auf Spur 1 arbeitet, bzw b wenn sie aktuell auf Spur 2 arbeitet).

Sei also M = (Q, %,T, B, qo,q,0). Wir schreiben §(q,a) = (dg(q, a), ér(q, a), dmove(q, @))
und, fiir X € {R, L, N}, schreiben wir X ! fiir die Bewegung in die entgegen gesetzte
Richtung (R statt L usw.). Dann ist die neue TM M* = (Q*,X,T, B, ¢§, ¢*, 0*), wobei
gilt:

Q" =Q x{1,2} w{qg, 7"},
o I : =T, =TUT?U{$},

45, q" sind neue Zusténde, die nicht in ) vorkommen, und

0* wird definitert durch die folgenden Regeln:
— (¢35, a) == (¢, a, L), fir alle a € X,
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- 5*(q67B) = ((q(]v 1)7$7R)7
- 0*((¢,1),a) := ((0g(q,a),1), (0r(g,a), B), dmove(q, a)), fiir alle a € I' und ¢ €
Q\ {a},
— 6*((q,2),a) := ((6q(q, B),2), (a,0r(q, B)), 0pmive(q, B)), fiir alle a € T und
q € Q\{a},
- 5*((% 1),((1, b)) = ((5Q(Q>a)>1)v (5F(an)vb)y5move(%a))> fiir alle (aab) eI
und ¢ € Q\ {q},
— 0*((¢,2), (a,b)) :== ((0q(q,b),2), (a,0r(q,b)), 6mbve(q; b)), fiir alle (a,b) € I'?
und ¢ € Q \ {q},
- 0*((¢; ), ) == ((¢,3 — ), 8, R), fiir alle ¢ € Q,
- 0*((q,1),a) :=(¢*,a,N), fir alle a € T,
- 6*((q,2),a) :=(¢*,B,N), fir alle a € T,
— 0*((q,1), (a,b)) := (¢*,a, N), fiir alle (a,b) € I'?, und
- 0*((q,2), (a,b)) := (¢*,b, N), fiir alle (a,b) € I'?.

Diese Simulation verdndert die asymptotische Laufzeit nicht. Es gibt initial konstanten
Aufwand um das $ auf das Band zu schreiben, und sonst wird jeder Schritt von der
urspriinglichen TM durch maximal zwei Schritte simuliert. Die Ausgabe des korrekten
Zeichens ist wiederum in konstanter Zeit moglich.

(Dieses Verfahren bezieht sich auf Turingmaschinen, die nur akzeptieren bzw. verwerfen.
Wird ein Ausgabewort geschrieben, so miisste dies wieder ,einspurig* hingeschrieben
werden. Dabei ist der Zeitverlust quadratisch in der Grofe des Ausgabewortes.)
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Aufgabe 6 (RAM-Programm fiir gewiinschte Laufzeit) 6 Punkte

Geben Sie ein kurzes RAM-Programm an, welches fiir eine Eingabe m € Ny in Register 1
mit n Bits im uniformen Kostenmaf eine Laufzeit von ©(1/2") hat (die Ausgabe spielt
keine Rolle). Geben Sie auch die Laufzeit im logarithmischen Kostenmaf§ an. Erlautern
Sie die Funktionsweise des RAM-Programms und zeigen Sie, dass ihr RAM-Programm
die gewiinschte Laufzeit hat.

Losung:

LOAD 2

CADD 1

STORE 2

MULT 2

CADD 1

SUB 1

IF C(0)=0 THEN GOTO 1

END

Die RAM initialisiert Register 2 mit dem Wert ¢(2) = 0. Dann durchlauft sie eine Schleife:
Als erstes wird die Zahl ¢(2) um 1 erhéht und abgespeichert (durch die Befehle LOAD 2;
CADD 1; STORE 2). Es gilt nun ¢(0) = ¢(2) und im néchsten Schritt wird ¢(0) dann
quadriert (durch den Befehl MULT 2). Danach wird 1 addiert und ¢(1) subtrahiert (durch
die Befehle CADD 1; SUB 1). Nun gilt ¢(0) = ¢(2)?+ 1 —¢(1). Ist das Ergebnis 0 (also gilt
c(2)24+1 < ¢(1)), dann wird die Schleife wiederholt. Wird die Schleife abgebrochen stehtim
Register 2 die Zahl k, die die Anzahl der Schleifendurchliufe angibt, mit k% +1 —m > 0
bzw. k2 > m

Es gilt:
k<vm+1 <V2r 41 € O(v2n)
k>+vm > V2n—l € Q(v2n)
Dies ergibt im uniformen Kostenmaf$ eine Laufzeit von k € ©(1/27).

Im logarithmischen Kostenmafs werden in jedem Schleifendurchlauf Kosten in Hohe
von ©(n) verursacht. Dies geschieht durch das Lesen der n-Bit Zahl in Register 1 und der
k-Bit Zahl in Register 2, wobei k < n. Dies ergibt eine Gesamtlaufzeit von ©(1/2" - n)
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