/usammenfassung

Wdh.: Was tun mit NP-schweren Problemen?

Viele praxisrelevante Optimierungsprobleme sind NP-schwer, z.B. das Bin
Packing Problem (BPP), das Rucksack Problem (KP) und das Traveling
Salesperson Problem (TSP).

In der Praxis mussen die Probleme dennoch gelost werden. Verschiedene
Strategien konnen hier zum Erfolg fiihren; die wichtigsten sind:

» Approximationsalgorithmen
» Ausnutzen der Eingabestruktur durch spezielle Algorithmen
» Parametrisierte Algorithmen
» Randomisierte Algorithmen

» Heuristiken (ohne irgendwelche Performanzgarantien)
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Wdh.: Approximationsalgorithmen

Sei [T ein Optimierungsproblem. Fir eine Instanz / von [1 bezeichnen wir
den optimalen Zielfunktionswert mit opt(/).

» Ein a-Approximationsalgorithmus, o > 1, fur ein
Minimierungsproblem I1 berechnet fiir jede Instanz / von I1 eine
zulassige Losung mit Zielfunktionswert hochstens o - opt(/).

» Ein a-Approximationsalgorithmus, o < 1, fur ein
Maximierungsproblem 1 berechnet fur jede Instanz / von [1 eine
zulassige Losung mit Zielfunktionswert mindestens o - opt(/).

Die Zahl o wird auch als Approximationsfaktor oder Approximationsgtite
bezeichnet.
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Approximierbarkeit von einigen Problemen

obere untere Bemerkun
Schranke Schranke g
2 moglich
TSP — 00
TSP . L s
_mewisch | 2_cefreme=0) o= )
TSP .
cuklidisch 1+ furallee>0 —
KP 1+ ¢ furallee >0 —

Die unteren Schranken gelten fiir effiziente Approximierbarkeit unter der
Annahme P # NP.
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Ruckblick

In BuK haben wir uns mit den
Grenzen der (effizienten) Berechenbarkeit

beschaftigt.
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Tell |
Grundlagen

Vorlesung 1



Berechnungsprobleme und

Turingmaschinen

Wdh.: Kodierung von Berechnungsproblemen

3 mogliche formale Definitionen.

Als Relation: Als Funktion Als Sprache
» Primfaktor:

(110,11) € R
(101,11) ¢ R
(00110,11) ¢ R

» Multiplikation

(11#10,110) € R f(11410) = 110
(11#10,11) ¢ R
(1#140,110) ¢ R (f(1#140) =1)
» \Worter die auf 1 enden.
f(11) =1 11el
(1L1)eR F(110) = 0 110 ¢ L
(110,1) ¢ R
(10,0) € R
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Wdh.: Turingmaschinen

Anschauliche Definition:

_ (6 o [ 1 T B |
.. _ BIBIB| --- a1 || (¢1.1,L) | (¢, 1,R) | (g1, B, N)
— G || (g3.B.R) | (¢1.0,L) | (g3.B.R)

g3 || (2.0,N) | (g2,.0,R) | (g3.B. R)

Formale Definition:

Eine Turingmaschine ist ein 7-Tupel (Q, %, T, B, qo, g, d), wobei
» Q, %, [ endliche Mengen sind,
> > CT,
» Bel\%,
» g0, g € Q und
> 5 (Q\{g}) xTI = QxT x{R,L, N}.
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Wdh.: TM-Techniken

» Speicher im Zustandsraum:

Quen = Q x '
» Mehrspurmaschinen:
Mew (= FUTK
| m[E]EE
|8 OO oo
|y HENENEE N
DFA

» Schleifen, Variablen, Felder (Arrays), Unterprogramme
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Mehrband- Turingmaschinen
und die universelle
uringmaschine

Wdh.: k-Band- vs 1-Band-TM

Satz

Eine k-Band-TM M, die mit Rechenzeit t(n) und Platz s(n) auskommt,
kann von einer (1-Band-)TM M’ mit Zeitbedarf O(t?(n)) und
Platzbedarf O(s(n)) simuliert werden.

Simuliert durch
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Wdh.: Godelnummer (M)

Yy ={0,1} Start Ende Blank
B BIB| --- | R=1{q1.. 93}
(ofl o | 1 | B |

q1 (1. B.R) | (g3.B.R) | (92, B, N)
,(/1 R) | (¢£0.R) (Q1/B L)
s S

111 010101000100 0100100010001000 11 010001QY1000100 11

00010101001000 11 000100100101000 11 000100010100010 111
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W(dh.: Universelle TM

simulierte Turingmaschine M

Initialisierung der universellen Maschine U
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Registermaschine (
Church-Turing-T

W(dh.: Registermaschinen (RAM)

Speicher
(unbeschrankt)

Befehlssatz:
LOAD, STORE, ADD, SUB, MULT, DIV
INDLOAD, INDSTORE, INDADD, INDSUB, INDMULT, INDDIV
CLOAD, CADD, CsuB, CMULT, CDIV
GOTO, IF c(0)?x THEN GOTO j (wobei 7 aus {=,<,<=,>,>=} ist),
END
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Wdh.: RAM vs. TM

Satz (RAM — TM)

Fiir jede im logarithmischen Kostenmals t(n)-zeitbeschrankte RAM R
gibt es ein Polynom q und zu diesem eine O(q(n+ t(n)))-TM M, die R
simuliert.

Satz (TM — RAM)

Jede t(n)-zeitbeschrankte TM kann durch eine RAM simuliert werden,
die zeitbeschrankt ist durch

» O(t(n)+ n) im uniformen Kostenmals und
» O((t(n) + n) -log(t(n) + n)) im logarithmischen Kostenmabk.

Vorlesung BuK im WS 22/23, M. Grohe Seite 568 Version 9. Januar 2023

Wdh.: Die Church-Turing-These

Kein jemals bisher vorgeschlagenes ,verniinftiges® Rechnermodell hat eine
grolBere Machtigkeit als die TM.

Church-Turing-These

Die Klassen der TM-berechenbaren (partiellen) Funktionen und
TM-entscheidbaren Sprachen stimmen mit den Klassen der “intuitiv
berechenbaren” (partiellen) Funktionen bzw. “intuitiv entscheidbaren”
Sprachen Uliberein.

Wir sprechen deshalb nicht mehr von TM-berechenbaren (partiellen)
Funktionen oder TM-entscheidbaren Sprachen, sondern allgemein von
berechenbaren (partiellen) Funktionen bzw. entscheidbaren Sprachen.
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Tell Il
Berechenbarkelt

Vorlesung 5



Wdh.: Abzahlbarkeit

Definition (Abzahlbare Menge)

Eine Menge M heilst abzahlbar, wenn sie leer ist oder wenn es eine
surjektive Funktion c: IN — M gibt.

Abzahlbare Mengen: endlichen Mengen, IN, Z, @, {0, 1}*, Menge der
Godelnummern, die Menge der endlichen Tellmengen von IN.

Satz
Die Menge P(IN) ist iiberabzahlbar.

Uberabzihlbare Mengen: R, P(IN) , P({0, 1}*), Menge der
Berechnungsprobleme.

Schlussfolgerung: Es gibt nicht-berechenbare Probleme.
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Wdh.: Unentscheidbarkeit der Diagonalsprache

Die Diagonalsprache:

D={we{0,1}"| w=w; und M, akzeptiert w nicht}
= {(M) | M akteptiert (M) nicht}.

Satz
Die Diagonalsprache D ist unentscheidbar (= nicht entscheidbar).

Beweisansatz: Diagonalisierung
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W(dh.: Unentscheidbarkeit der Diagonalsprache

1 falls M; das Wort w; akzeptiert

Ay = { 0 sonst

Beispiel:
Wo W1 Wo W3 Wa
Mol O 1 1 0 1
M1 0 1 0 1
My| 0 0 1 0 1
Myl 0 1 1 1 O
My O 1 0 0 O
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Die Diagonalsprache
lasst sich auf der Dia-
gonale der Matrix ab-
lesen. Es ist

DZ{W,’|A,',,':O}.
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Unentscheldbarkelt des
Halteproblems:

Unterprogrammtechnik




Wdh.: Unentscheidbare Probleme

Die Diagonalsprache:
D = {(M) | M akzeptiert (M) nicht}
Das Diagonalsprachenkomplement:
D = {(M) | M akzeptiert (M)}
Das Halteproblem:
H = {{M)w | M halt auf w}
Das spezielle Halteproblem:

H. = {(M) | M halt auf Eingabe €}
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Wdh.: Beweise durch Unterprogrammtechnik

D ist unentscheidbar auf Grund eines Diagonalisierungs-Argumentes.

Die Argumentationskette war:

D ist unentscheidbar Mp
) B
D ist unentscheidbar Mz
) B
H ist unentscheidbar My
) 3
H, i1st unentscheidbar My,
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Wdh.: Unentscheidbarkeit des Komplements der
Diagonalsprache

Mp
accept
4
reject
>
keine Godelnummer
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Wdh.: Beweise durch Unterprogrammtechnik

D ist unentscheidbar auf Grund eines Diagonalisierungs-Argumentes.

Die Argumentationskette war:

D ist unentscheidbar Mp
) 3
D ist unentscheidbar Mz
U 3
H ist unentscheidbar My
) B
H. ist unentscheidbar My,
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Wdh.: Unentscheidbarkeit des Halteproblems

accept
>
reject
ﬁ
reject
keine Godelnummer
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Wdh.: Beweise durch Unterprogrammtechnik

D ist unentscheidbar auf Grund eines Diagonalisierungs-Argumentes.

Die Argumentationskette war:

D ist unentscheidbar Mp
) 3
D ist unentscheidbar Mz
U 3
H ist unentscheidbar My
) B
H. ist unentscheidbar My,
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Wdh.: Unentscheidbarkeit des speziellen Halteproblems

keine Godelnummer
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Der Satz von Rice



Wdh.: Der Satz von Rice

Satz
Sei ‘R die Menge der von TMen berechenbaren partiellen Funktionen und
S eine Teilmenge von R mit ) C S C R. Dann ist die Sprache

L(S) = {(M) | M berechnet eine Funktion aus S}

unentscheidbar.
R
[ ]
u
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Wdh.: Satz von Rice — Beispiele
Beispiel
» Sei S ={fy | Yw e {0, 1}*: fy(w) # L}.
» Dann ist
L(S) = {(M) | M berechnet eine Funktion aus S}

= {(M) | M halt auf jeder Eingabe}

» Diese Sprache ist auch als das allgemeine Halteproblem H,, bekannt.
» Gemals Satz von Rice ist H, unentscheidbar.

Beispiel

» Sel H42 = {<M> |
Auf jeder Eingabe halt M nach hochstens 42 Schritten}.
» Uber diese Sprache sagt der Satz von Rice nichts aus!

» Hyo ist entscheidbar.
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Rekursive Aufzahlbarkelt

Wdh.: Semi-Entscheidbarkeit

Eine Sprache L wird von einer TM M erkannt, wenn
» M jedes Wort aus L akzeptiert, und
» M kein Wort akzeptiert, das nicht in L enthalten ist.

Es ist L(M) die von M erkannte Sprache.

Definition
Eine Sprache L, fiir die eine TM existiert, die L erkennt, wird als
semi-entscheidbar bezeichnet.

Beobachtung
Das Halteproblem ist semi-entscheidbar.
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W(dh.: Aufzahler

4 0 1 B
qo || (q0.B.R) | (q1.B.R) | reject
¢ || (90, B.R) | (1. B, R) | accept

%

Schreibkopf bewegt
sich nur nach rechts
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W(dh.: rekursiv aufzahlbar = semi-entscheidbar

Satz
Eine Sprache L ist genau dann semi-entscheidbar, wenn sie rekursiv
aufzahlbar ist.
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Allgemeines Halteproblem und
Hilberts 10. Problem

W(dh.: Reduktionen

Definition

Es seien L1 und L, Sprachen tliber einem Alphabet >. Dann heilst [; auf
L> reduzierbar, Notation L; < L,, wenn es eine berechenbare Funktion
f:2X" — 2% gibt, so dass fur alle x € 2* gilt

xel; & f(X)€L2.

Vorlesung BuK im WS 22/23, M. Grohe Seite 591 Version 9. Januar 2023



Wdh.: Komplexitat des allgemeines Halteproblem

Satz
Weder H.; noch H.; sind semi-entscheidbar.
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W(dh.: Hilberts zehntes Problem

Hilberts zehntes Problem
Beschreibe einen Algorithmus, der entscheidet, ob ein gegebenes
Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten eine ganzzahlige Nullstelle hat.

Die diesem Entscheidungsproblem zugrundeliegende Sprache ist

N = {p|pist ein Polynom mit einer ganzzahligen Nullstelle} .

Satz von Matijasevi¢ (1970)

Das Problem, ob ein ganzzahliges Polynom eine ganzzahlige Nullstelle
hat, ist unentscheidbar.
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Das Postsche

Korrespondenzproblem

Wdh.: Das Postsche Korrespondenzproblem

Das Postsche Korrespondenzproblem (PKP) ist eine Art Puzzle aus
Dominos.
Eine Instanz ist zum Beispiel

<A D

Eine Losung ist
a b ca a abc
HIBIEIEE
Satz

Das PKP ist nicht entscheidbar.
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W(dh.: Berechenbarkeitslandschaft

nicht semi-entscheidbare Probleme

mit nicht semi-entscheidbarem Komplement
Han
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WHILE-Programme



Wdh.: Turing-machtige Programmiersprachen

Definition

Eine Programmiersprache wird als Turing-machtig bezeichnet, wenn jede
Funktion, die durch eine TM berechnet werden kann, auch durch ein
Programm in dieser Programmiersprache berechnet werden kann.

Satz
Die Programmiersprache WHILE ist Turing-machtig.

Vorlesung BuK im WS 22/23, M. Grohe Seite 598 Version 9. Januar 2023

LOOP-Programme




Whd.: Die Ackermann-Funktion

Definition
Die Ackermannfunktion A: IN> — IN ist folgendermaRen definert:
A(0, n) = n+1 firn>0
A(m+1,0) = A(m,1) fuirm>0
Am+1,n+1) = A(m A(m+1,n)) fir m,n>20
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Wdh.: LOOP vs WHILE

Lemma
Fiir jedes LOOP-Programm P gibt es eine nattirliche Zahl m, so dass fiir
alle n € IN gilt: Fp(n) < A(m, n).

Satz
Die Ackermannfunktion ist nicht LOOP-berechenbar.

Korollar
Die Klasse der LOOP-berechenbaren Funktionen ist eine echte Teilmenge
der berechenbaren (totalen) Funktionen.

Bemerkung

Mit Hilfe eines Diagonalisierungsarguments lasst sich auch beweisen, dass
es entscheidbare Sprachen gibt, die nicht LOOP-entscheidbar sind.
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W(dh.: Berechenbarkeitslandschaft

LOOP-
entscheidbare
Probleme

nicht semi-entscheidbare Probleme

mit nicht semi-entscheidbarem Komplement
Han
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Die Komplexitatsklassen P und

N

W(dh.: Nichtdeterministische Turingmaschine (NTM)

o o]o[o]o
IR 0 | 1 | B ]
q || {(9.B,R), (g1, B, R)} {reject} {reject}
<! {reject} {(g1,B,R),(q2, B, R)} | {reject}
G {reject} {reject} {accept}
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Wdh.: Komplexitatsklassen

Definition (Komplexitatsklassen)
> P ist die Klasse der Entscheidungsprobleme, flir die es einen
Polynomialzeitalgorithmus gibt.

» NP ist die Klasse der Entscheidungsprobleme, die durch eine NTM
M erkannt werden, deren worst case Laufzeit ty;(n) polynomiell
beschrankt ist.

» EXPTIME ist die Klasse der Entscheidungsprobleme L, fiir die es ein
Polynom g gibt, so dass sich L auf einer DTM mit Laufzeitschranke
29(") berechnen lasst.

Satz
P C NP C EXPTIME
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Die Klasse NP und

polynomielle Reduktionen




Wdh.: Optimierungs- versus Entscheidungsproblem

Mit Hilfe eines Algorithmus, der ein Optimierungsproblem lost, kann man
die Entscheidungsvariante losen.

Umgekehrt gilt:

Satz
Wenn die Entscheidungsvariante von KP in polynomieller Zeit I6sbar ist,
dann auch die Optimierungsvariante.

Dieser Satz gilt auch fur TSP und BPP.
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Wdh.: Alternative Charakterisierung der Klasse NP

Satz

Eine Sprache L C ¥* ist genau dann in NP, wenn es einen
Polynomialzeitalgorithmus \/ (einen sogenannten Verifizierer) und ein
Polynom p mit der folgenden Eigenschaft gibt:

xel < 3Jyed{0, 1} |y| < p(lx]): V akzeptiert y#x.

Vorlesung BuK im WS 22/23, M. Grohe Seite 609 Version 9. Januar 2023



Wdh.: Polynomielle Reduktionen

Definition (Polynomielle Reduktion)

L1 und L5 seien zwel Sprachen uber >; bzw. >5. Dann heilst [;
polynomiell reduzierbar auf L», wenn es eine Reduktion von L; nach L[>
gibt, die in polynomieller Zeit berechenbar ist. Wir schreiben L; <, L>.

folxs

P —-
Lemma

Angenommen L <, Lo, dann gilt: L, €¢ P = [, € P.

Satz
COLORING <, SAT.
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Wdh.: Das Erfullbarkeitsproblem — SAT

Problem (Erfiillbarkeitsproblem / Satisfiability — SAT)
Eingabe: Aussagenlogische Formel ¢ in KNF

Frage: Gibt es eine erfiillende Belegung fiir ¢ 7
SAT-Beispiel 1:
Y = ()_<1 \/)_(2 \/X3) /\()_(1 V Xo \/)_(3 \/)_<4) /\(XQ V X3 \/X4)

@ ist erfullbar, denn x; = 1, = 0,x3 = 1, x4 = 0O ist eine erfillende
Belegung.

Vorlesung BuK im WS 22/23, M. Grohe Seite 611 Version 9. Januar 2023



NP-Vollstandigkelt

Wdh.: NP-Vollstandigkeit

Definition (NP-vollstandig)
Ein Problem L heiSt NP-vollstandig (engl. NP-complete), falls gilt
1. L € NP, und
2. L ist NP-schwer.
Die Klasse der NP-vollstandigen Probleme wird mit NPC bezeichnet.

Satz (Cook und Levin)
SAT ist NP-vollstandig.

Lemma
3-SAT € NP und SAT <, 3-SAT.

Korollar
3-SAT ist NP-vollstandig.
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NP-Vollstandigkert

ausgewahlter Zahlprobleme

Wdh.: NP-Vollstandigkeit von Zahlproblemen

Satz
SUBSET-SUM ist NP-vollstandig.

Satz
PARTITION ist NP-vollstandig.

Satz
BPP-E ist NP-vollstandig.

Satz
KP-E ist NP-vollstandig.
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NP-Vollstandigkert
ausgewahlter Graphprobleme

Wdh.: Die Komplexitatslandschaft

COLORING

. SAT
TSP-E
BSET- ® 3-SAT
HC Kkp-E ° R

[ }
e ® grr-E UM cLQUE NPC
. ®  PARTITION

Warnung: Dieser Abbildung liegt die Annahme P % NP zu Grunde.
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Ausblick: Algorithmen und
Komplexitat

Zusammenfassung




Berechenbarkeits- und Komplexitatslandschaft

-

Vorlesung BuK im WS 22/23, M. Grohe

LOOP-
entschoidbare
F’ ~\

COLORING
U] SAT

SUBSET- ® 3-SAT

PARTITION
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