Das Postsche
Korrespondenzproblem

W(dh.: Berechenbarkeitslandschaft

nicht semi-entscheidbare Probleme

mit nicht semi-entscheidbarem Komplement
Han
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Wdh.: Komplexitat des allgemeines Halteproblem

Vorbeobachtung: H, ist unentscheidbar, aber semi-entscheidbar. Folglich
ist H. nicht semi-entscheidbar.

Wir haben gezeigt
Behauptung A Behauptung B

He < Hay He < Hay

Aus diesen Reduktionen folgt:

Satz
Weder H.; noch H.j sind semi-entscheidbar.
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W(dh.: Hilberts zehntes Problem

Hilberts zehntes Problem
Beschreibe einen Algorithmus, der entscheidet, ob ein gegebenes
Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten eine ganzzahlige Nullstelle hat.

Die diesem Entscheidungsproblem zugrundeliegende Sprache ist

N = {p|pist ein Polynom mit einer ganzzahligen Nullstelle} .

Satz von Matijasevi¢ (1970)

Das Problem, ob ein ganzzahliges Polynom eine ganzzahlige Nullstelle
hat, ist unentscheidbar.
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Wdh.: Unentscheidbarkeit des Nullstellenproblems

Sei Dioph(M) das Problem zu entscheiden, ob eine gegebene
diophantische Gleichung tber M losbar ist.

Sei ExpDioph(M) das Problem zu entscheiden, ob eine gegebene
Gleichung, die zusatzlich noch Terme der Form x¥ haben darf, tber M
|6sbar ist.

Die Reduktionskette im Bewels ist:

H < ExpDioph(IN) < Dioph(IN) < Dioph(Z) = N
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Das Postsche Korrespondenzproblem — Einfihrung

Das Postsche Korrespondenzproblem (PKP) ist eine Art Puzzle aus
Dominos.

» Jeder Domino ist mit zwel Wortern tber einem Alphabet >
beschrieben, ein Wort in der oberen Halfte und eines in der unteren.
Gegeben sel eine Menge K von Dominos z.B.

- {231

» Die Aufgabe besteht darin, eine Folge von Dominos aus K zu
ermitteln, so dass sich oben und unten das gleiche Wort ergibt.

» Die Folge soll aus mindestens einem Domino bestehen.

» Wiederholungen von Dominos sind erlaubt. Ein Beispiel flir eine
derartige korrespondierende Folge tber K ist

BiEIEIEE
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Das Postsche Korrespondenzproblem — Einfuhrung

Nicht fur jede Menge K ist dies moglich. Betrachte beispielsweise
abc b abcb abc
K — - 1 - 1 1
ca aa abc bc

Warum gibt es keine Losung des PKP-Puzzles fir diese Dominos?
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Definition des Postschen Korrespondenzproblem

Definition (Postsches Korrespondenzproblem, kurz: PKP)
Eine Instanz des PKP besteht aus einer Menge

<=l

wobel x; und y; nichtleere Worter uber einem endlichen Alphabet > sind.
Es soll entschieden werden, ob es eine korrespondierende Folge von
Indizes i, ..., ned{l, ..., k} fir ein n > 1 gibt, so dass gilt

X Xiy o - X = YiuVio - - - Vi, -

Die Elemente der Menge K bezeichnen wir als Dominos.
Wir werden die Unentscheidbarkeit des PKP durch eine kurze

Reduktionskette nachweisen, die einen Umweg Uuber eine Variante des
PKP nimmt.
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Berechenbarkeitslandschaft

-

nicht semi-entscheidbare Probleme

mit nicht semi-entscheidbarem Komplement
Han

_ ([ ]
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Definition des Modifizierten PKP

Definition (Modifiziertes PKP, kurz: MPKP)

Eine Instanz des MPKP besteht aus einer geordneten Menge

<= (1)

wobel x; und y; nichtleere Worter liber einem endlichen Alphabet X sind.
Es soll entschieden werden, ob es eine korrespondierende Folge von
Indizes i, ..., ned{l, ..., k}, fiir ein n > 1 gibt, so dass gilt

X1 Xjy - Xip, = ViV - Vi,

Die Modifizierung liegt also darin, dass wir einen Startdomino [)y%}
bestimmt haben, mit dem die korrespondierende Folge beginnen muss.
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Reduktionskette

Wir werden die folgenden zwel Aussagen beweisen.

Lemma A
MPKP < PKP.

Lemma B
H < MPKP.

Aus der Transitivitat der Reduzierbarkeit (Ubungsaufgabe) folgt
H < PKP und somit folgt:

Satz
Das PKP ist nicht entscheidbar.
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Beweis von Lemma A (MPKP < PKP)

Beschreibung der Funktion f:

Seien # und $ zwei Symbole, die nicht im Alphabet ¥ des MPKP
enthalten sind.

Wir bilden K = ([ﬁ] ..... [ﬁD auf
341 Yk

oo = {2 Gl [ Del)

» x! aus x; (fir 1 </ < k) entsteht, indem wir hinter jedem Zeichen
ein # einfligen, und

ab, wobei

> y/aus y; (fir 1 </ < k) entsteht, indem wir vor jedem Zeichen ein
# einflgen.

N !/ /. / _ . ! / / _
Ferner setzen wir xj = #x1; x,.1 = $; yg = y; und y, , = #8$.

Die Funktion f ist berechenbar.
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Beweis von Lemma A (MPKP < PKP)

Beispiel:

ab C a
H= (H L35e) [BD
wird abgebildet auf
- (5 152 s 2 2
B #a || #a | |#a#tbitc| |#b] |#S])
Losung des MPKP:
ab| |al| |ab C
HiGlsEIES
Losung des PKP:
5 B | o] [
#a #b] | #a | |#a#b#c| |#9
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Beweis von Lemma A (MPKP < PKP)

Zu zeigen: K € MPKP = f(K) € PKP
Sei (i, .. ., In) eine Losung fir K, d.h.

X1 Xip - Xjy = Y1V ... Yi, = did2...ds

fur geeignet gewahlte Symbole a4, .. ., ds aus .

Dannist (0, iz, .. ., In, k + 1) eine Losung fir f(K), denn

XoX, X8 = Fa#ta# . #as#S = wy, ...V #9

Aus einer Losung fiir K bzgl. MPKP lasst sich also eine Losung fiir f(K)
bzgl. PKP konstruieren und die obige Behauptung ist gezeigt.
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Beweis von Lemma A (MPKP < PKP)

Zu zeigen: f(K) € PKP = K &€ MPKP

Sei nun (i1, o, ..., In) eine Losung minimaler Lange fiir f(K).

» Beobachtung 1: Es gilt 1 = 0 und i, = k+ 1, weil nur xj und y mit
dem gleichen Zeichen beginnen und nur x;_; und y; ,; mit dem
gleichen Zeichen enden.

» Beobachtung 2: Es gilt /; # 0 fir 2 < < n, well sonst zwel
#-/eichen Im oberen Wort direkt aufeinanderfolgen wiirden, was im
unteren Wort unmoglich ist.

» Beobachtung 3: Es gilt /; # kK + 1 fur 1 <j < n, denn wiurde das
$-Zeichen vorher auftreten, konnten wir die vorliegende minimale
korrespondierende Folge nach dem ersten Vorkommen des
$-Zeichens abschneiden und hatten eine noch kiirzere Losung
gefunden.
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Beweis von Lemma A (MPKP < PKP)

Aus den Beobachtungen folgt: Unsere PKP-Losung fiir f(K) hat die

Struktur
/ / / / o $
X Xy XX = FarFHarH ... HasH
~—~ ~—~
:Xé:#x{ :X!,(+1:$
/ / / /
= i YooY Vi
~— ~
=Yo=Y1 =Y 1 =#%
fur geeignet gewahlte Symbole a4, .. ., ds aus .

Daraus konnen wir die folgende MPKP-Losung fur K konstruieren:

X1 Xip « o Xjp_y = did2...ds = Y1V --- Vi1 -

Somit gilt f(K) € PKP = K € MPKP. 0
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Simulation einer TM durch Dominos — ein Belispiel

» Scheinbar haben Dominos wenig mit Turingmaschinen zu tun.

» In Lemma B (H < MPKP) wird dennoch behauptet, dass man mit
Hilfe eines Puzzles aus Dominos das Halteproblem flr
Turingmaschinen entscheiden kann.

» Bevor wir in den Beweis des Lemmas einsteigen, mochten wir auf
der Basis eines Beispiels illustrieren, wie die Rechnung einer
Turingmaschine durch ein Puzzle aus Dominos ,simuliert” werden
kann.
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Simulation einer TM durch Dominos — ein Beispiel

Betrachte die TM M = (Q, X, T, B, qo, G, ) wobei:

Z — {O, 1}, r — {O, 1, B}, Q — {QOI CIL q216}
Die Ubergangsfunktion & sei gegeben durch

) 0 1 B

q || (9.0,R) | (q1.1.R) | (q.1.N)
¢ || (92,0.R) | (q1.1.R) | (4.1, N)
g || (2,.0,R) | (2,1, R) | (g2, B, R)

» Die TM M erkennt, ob das Eingabewort von der Form 0’1/, mit
I1,J >0, ist.

» Bei Eingabe eines Wortes dieser Form terminiert die Rechnung im
Zustand g und die Maschine akzeptiert. Ansonsten lauft der Kopf im
Zustand g» weiter und weiter nach rechts.
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Simulation einer TM durch Dominos — ein Belispiel

Die Rechnung der TM auf einer gegebenen Eingabe kann durch eine
Konfigurationsfolge beschrieben werden.

Konfigurationsfolge von M auf Eingabe w = 0011

00011 = 0go011 = 00gpll = 001¢;1 = 0011¢g; B = 0011ql

» Wir mochten die Rechnung einer TM auf einer Eingabe durch ein

Puzzle aus Dominos ,simulieren”. Dieses Puzzle entspricht dem
MPKP.

» Als Startdomino fiur das MPKP wahlen wir einen Domino, bel dem
das untere Wort aus der Anfangskonfiguration mit drei zusatzlichen
Trennsymbolen besteht.

a0
##qo0011 |
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Simulation einer TM durch Dominos — ein Beispiel

Das Puzzle fiir unsere Beispielrechnung (M, w) enthdlt unter anderem
jeweils einen Domino fiir jedes Zeichen aus ' U {#}.

GRERERH

Liste erlaubter Dominos: Wir erweitern diese Menge um je einen Domino
fur jeden E_@ntrag in der Tabelle der Uberfiihrungsfunktion 9, der den
Jewelligen Ubergang inklusive der Kopfbewegung beschreibt.

{Cloo] {6701] |:CIOB:| {6710] {6711] [CI1B:| {6720] {6721] [CDB]
Ogo] " [1g1] " | 91 ] " [0go] "[1qi] | g1l ] [0g2f |1g2] [Bago
Wir werden spater noch weitere Steine zur Liste erlaubter Dominos
hinzufiigen.
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Simulation einer TM durch Dominos — ein Belispiel

Beobachtung:

Wenn wir den Startdomino {W} mit einer Folge von Dominos aus

der Liste der erlaubten Dominos derart erganzen, dass der obere String
ein Prafix des unteren Strings ist, so

» rekonstruieren wir im unteren String die Konfigurationsfolge von M
auf w, und

» der obere String folgt dem unteren mit einer Konfiguration
Ruckstand.
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Simulation einer TM durch Dominos — ein Beispiel

Rekonstruktion der Konfigurationsfolge

Die ersten Dominos in der Losung des Puzzles sind

FroE|  LE) Lo o) 1) 5] 2]

#4qo0011# #] |0qo) |O) [1] [1] |#
(#1707 [qo0 11 (1] [#]
#] |0 _O_Clo] {T_ 1] | #.
(#1701 [0 [qol] [1] [#]
4] [0] (o] |1a] [1] |#]
(#1101 [O] [1] [qgil] [#]
%] (0] 0] [1] [1q1] | #]
—#_ (0] O] [1] 1 q1#
#]) (0] [0] [1] _T] [al#]
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Simulation einer TM durch Dominos — ein Belispiel

» Im letzten Schritt haben wir allerdings einen Domino verwendet, der
nicht in der zuvor spezifizierten Liste erlaubter Dominos enthalten ist.
» Tatsachlich erganzen wir die Liste erlaubter Dominos um die folgenden

Elemente.
Evilk
ql# ] | ql#

Die Aufgabe dieser Dominos ist es, Uberfiihrungen zu realisieren, die ein
neues Blank-Symbol benotigen, da der Kopf am Ende des Wortes steht.
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Simulation einer TM durch Dominos — ein Beispiel

Wie konnen wir es schaffen, dass der obere String seinen Riickstand am
Ende der Rechnung aufholt? — Zu diesem Zweck erganzen wir die Liste
der erlaubten Dominos um die folgenden Elemente.

SEGREGRERGES

Des Weiteren fligen wir noch einen Abschlussdomino hinzu.

£

Beachte: Diese neuen Dominos konnen nur dann zum Einsatz kommen,
wenn der Endzustand g erreicht ist, also nur wenn die Rechnung der TM
terminiert.
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Simulation einer TM durch Dominos — ein Belispiel

Rekonstruktion der Konfigurationsfolge — Fortsetzung

#1 (0] [O] [1] [1] [ 1#
#] 10 |0 |1] |1, _ﬂ]
#1 (0] [0] [1][1] [ql] [#
#] o] [o] [1][1] _3] {ﬂ
(#1[0][0] [1] [1q] [#
|#] 0] [0] [1] _?} [#]
(#1[0] [0] [1q] [#
1
#][9] ’0_5] {ﬁ]
|#] 10] La] L+
HELNGS
#1La ] L# i
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Simulation einer TM durch Dominos — ein Beispiel

Jetzt stimmt der obere mit dem unteren String lberein.

» Die Idee hinter der obigen Konstruktion ist es, eine Eingabe fiur das
Halteproblem in ein MPKP-Puzzle zu transformieren, so dass das Puzzle
genau dann eine Losung hat, wenn die im Halteproblem betrachtete TM
auf threr Eingabe halt.

» Unser Beispiel hat erlautert, wie eine derartige Transformation fiir eine
bestimmte Eingabe des Halteproblems aussehen konnte. Der folgende
Beweis fur Lemma B verallgemeinert und formalisiert das Vorgehen aus
unserem Beispiel.
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Beweis von Lemma B (H < MPKP)

Wir beschreiben eine berechenbare Funktion f, die eine syntaktisch
korrekte Eingabe fiir H der Form ((M), w) auf eine syntaktisch korrekte
Instanz K = f(((M), w)) fiir das MPKP abbildet, so dass gilt

M halt auf w < K hat eine Losung .

Syntaktisch nicht korrekte Eingaben fiir H werden auf syntaktisch nicht
korrekte Eingaben fir MPKP abgebildet.

Das Alphabet, das wir fiir die MPKP-Instanz verwenden, ist I U Q U {#},
wobei gelte # €T U Q.
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Beweis von Lemma B (H < MPKP)

Konstruktion der Funktion f

Gegeben sei das Tupel ((M), w). Wir beschreiben, welche Dominos die
Menge K = f(({M), w)) enthélt.

{ ]

Des Weiteren enthalte K die folgenden Arten von Dominos.

Kopierdominos:

[E} fur alle a € T U {#}

a
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Beweis von Lemma B (H < MPKP)

Uberfiihrungsdominos:

[% falls 6(q,a) = (¢',c, N), fir ge Q\{q}, aeTl
qa | , 3} _
[c_q’ falls 0(q,a) = (¢, ¢, R), fir g € Q\{q}, aeT
bga ] , } _
he falls 6(q,a) =(q',c, L), firge Q\{q}, a,beTl
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Beweis von Lemma B (H < MPKP)

Spezielle Uberfiihrungsdominos, die implizite Blanks beriicksichtigen:

{ #qa |
#q'Bc |
[ q# |
q'c# |
[ a# |
cq'# |
[ ba# |
q'bcH# |

[ #a# |
#q'Bc# |

falls 6(q,a) = (¢, ¢, L), fir ge Q\ {g}, aeTl
falls §(q, B) = (q', ¢, N), fiir g € Q\ {G}
falls 6(q, B) = (¢, ¢, R), fir g € Q\ {G}
falls 6(q, B) = (¢’ c, L), fir g€ Q\ {g}, beT

falls 6(q, B) = (¢’ ¢, L), fir g € Q\ {g}

Vorlesung BuK im WS 22/23, M. Grohe Seite 284 Version 9. November 2022



Beweis von Lemma B (H < MPKP)

Loschdominos:

[ﬁ} und [@} firael
q q

&

Abschlussdomino:

Dies sind alle Dominos in der MPKP-Instanz. Die Beschreibung der
Funktion f ist somit abgeschlossen.
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Beweis von Lemma B (H < MPKP)

Wir beweisen nun die Korrektheit der Konstruktion:
Zu zeigen 1.) f ist berechenbar. v/
Zu zeigen 2.) M halt aufw = K € MPKP

Wenn M auf w halt, so entspricht die Rechnung von M auf w einer
endlichen Konfigurationsfolge der Form

ko b ki ki1 ke

wobei kg die Startkonfiguration und k; die Endkonfiguration im
Zustand q ist.

Vorlesung BuK im WS 22/23, M. Grohe Seite 286 Version 9. November 2022



Beweis von Lemma B (H < MPKP)

In diesem Fall konnen wir, beginnend mit dem Startdomino, nach und
nach Kopier- und Uberfiihrungsdominos hinzulegen, so dass

» der untere String die vollstandige Konfigurationsfolge von M auf w
iIn der folgenden Form darstellt

A Ko 77 KLH3F #7 Ke—1 #H Ke 7

und
» der obere String ein Prafix des unteren Strings ist, namlich

HH Ko #AF KL 9 #HHF Ke1 H
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Beweis von Lemma B (H < MPKP)

Durch Hinzufligen von Loschdominos kann jetzt der Riickstand des
oberen Strings fast ausgeglichen werden. Danach sind beide Strings
identisch bis auf ein Suffix der Form

#a#
Dieses Suffix fehlt im oberen String.

Nach Hinzufiigen des Abschlussdominos

ki

sind beide Strings somit identisch.

Wenn M auf w halt, gilt somit K € MPKP.
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Beweis von Lemma B (H < MPKP)
Zu zeigen: M halt nicht auf w = K ¢ MPKP

Unsere Ausgangsitutation ist eine TM M und eine Eingabe w, so dass M
nicht auf w halt.

Zum Zweck des Widerspruchs nehmen wir nun an, dass das
MPKP-Puzzle K aus den Dominos fiir M und w eine Losung hat, d.h., es
gibt eine korrespondierende Folge aus diesen Dominos.

Allgemeine Beobachtungen zu korrespondierenden Folgen:
» Beim Startdomino ist der obere String kiirzer als der untere.

» Auch bei den Kopier- und Uberfiihrungsdominos ist der obere String
niemals langer als der untere.

» Nur Abschluss- und Loschdominos zeigen unten kiirzere Strings als
oben.
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Beweis von Lemma B (H < MPKP)

Aus den Beobachtungen folgt:

» Die (eindeutige) korrespondierende Folge zur Rechnung von M auf
w enthalt deshalb zumindest einen Losch- oder Abschlussdomino,
denn sonst ware der untere String langer als der obere.

» |n dieser Folge erscheint deshalb der Zustand g, da dieser Zustand
auf allen Loschdominos und dem Abschlussdomino abgebildet ist.

» Die auf den Dominos dargestellte Rechnung von M auf w terminiert.

Dies widerspricht jedoch unserer Voraussetzung, dass M nicht auf w halt.
Also gilt K & MPKP. ]
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Eingeschrankte Versionen des Korrespondenzproblems

Wie ist die Komplexitat fur eingeschrankte Varianten des Problems?
» Falls nur kurze Worter erlaubt sind:

» Wenn die Worter auf den Dominos hochstens Lange 1 haben, so ist
das Problem entscheidbar.

» Schon fiir Wortlange hochstens 2 ist das Problem unentscheidbar.
» Falls nur wenige Dominos erlaubt sind:

» Fir 2 Dominos ist das Problem entscheidbar.
[Ehrenfeucht, Rozenberg] (1981)

» Fir 3 und 4 Dominos ist die Komplexitat ungeklart.
» Fiir 5 Dominos ist das Problem unentscheidbar. [Neary] (2015)

» Fur 7 Dominos oder mehr ist das Problem unentscheidbar.
[Matijasevic, Sénizergues] (1996)

» Fur unbeschrankt viele Dominos im Allgemeinen unentscheidbar.
[Post]| (1947)
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Berechenbarkeitslandschaft

[ N

nicht semi-entscheidbare Probleme

mit nicht semi-entscheidbarem Komplement
Han
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Conways Spiel des Lebens

Conways Spiel des Lebens ist ein zellularer Automat auf einem
unendlichen 2-dimensionalen Gitter.
Zu jedem Zeitpunkt ist eine Zelle lebend oder tot.

Ausgehend von einer Anfangskonfiguration entwickelt sich die
Zellenkonfiguration Schritt fur Schritt folgendermalen:

» Eine tote Zelle mit genau drei lebenden Nachbarn ist im nachsten
Schritt lebendig.

» [ebende Zellen mit weniger als 2 lebenden Nachbarn sterben ab.
» | ebende Zellen mit mehr als 3 lebenden Nachbarn sterben ab.
» Alle anderen Zellen bleiben unverandert.

| —
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Einige Startkonfigurationen

Das U:

Der Gleiter:
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Einige Startkonfigurationen

Das f-Pentomino.

T

User:Stummi/Wikimedia Commons/CC-BY-SA-3.0
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Entscheidbarkeit im Spiel des Lebens

Satz
Das Spiel des Leben ist Turing-vollstandig.

Dies impliziert, dass diverse Probleme unentscheidbar sind.

» Zum Beispiel ist unentscheidbar, ob eine gegebene
Anfangskonfiguration ausstirbt.
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Gospers Gleiterkanone

User:Kieff/Wikimedia Commons/CC-BY-SA-3.0
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