Allgemeines Halteproblem und

Hilberts 10. Problem

Wdh.: Semi-Entscheidbarkeit

Eine Sprache L wird von einer TM M erkannt, wenn
» M jedes Wort aus L akzeptiert, und
» M kein Wort akzeptiert, das nicht in L enthalten ist.

Es ist L(M) die von M erkannte Sprache.

Definition
Eine Sprache L, fiir die eine TM existiert, die L erkennt, wird als
semi-entscheidbar bezeichnet.

Beobachtung
Das Halteproblem ist semi-entscheidbar.
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W(dh.: Aufzahler

4 0 1 B
qo || (q0.B.R) | (q1.B.R) | reject
¢ || (90, B.R) | (1. B, R) | accept

%

Schreibkopf bewegt
sich nur nach rechts
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W(dh.: rekursiv aufzahlbar = semi-entscheidbar

Satz
Eine Sprache L ist genau dann semi-entscheidbar, wenn sie rekursiv
aufzahlbar ist.
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Wdh.: rekursiv aufzahlbar = semi-entscheidbar

Satz
Eine Sprache L ist genau dann semi-entscheidbar, wenn sie rekursiv
aufzahlbar ist.

Beweisrichtung ,,=": Vorhanden ist eine TM M, die L erkennt.
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Wdh.: rekursiv aufzahlbar = semi-entscheidbar

Satz
Eine Sprache L ist genau dann semi-entscheidbar, wenn sie rekursiv
aufzahlbar ist.

Beweisrichtung ,=": Vorhanden ist eine TM M, die L erkennt.

Anzahl der Schritte, die M auf x; bendtigt.
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W(dh.: rekursiv aufzahlbar = semi-entscheidbar

Satz

Eine Sprache L ist genau dann semi-entscheidbar, wenn sie rekursiv
aufzahlbar ist.

Bewelisrichtung ,,=": Vorhanden ist eine TM M, die L erkennt.

Anzahl der Schritte, die M auf x; bendtigt.
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Wdh.: Abschlusseigenschaften von Sprachen
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W(dh.: Abschlusseigenschaften von Sprachen

Satz
Die Menge der entscheidbaren Sprachen ist abgeschlossen unter
Komplementbildung, Vereinigungen und Schnitten.

Satz

Die Menge der semi-entscheidbaren Sprachen ist abgeschlossen unter
Vereinigungen und Schnitten.
Sie ist nicht abgeschlossen unter Komplementbildung.
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W(dh.: Berechenbarkeitslandschaft

4 N

nicht semi-entscheidbare Probleme

mit nicht semi-entscheidbarem Komplement
Han
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Wdh.: Allgemeines Halteproblem

Das allgemeine Halteproblem ist definiert als

Ha = {{(M)| M halt auf jeder Eingabe}

Wie kann man nachweisen, dass sowohl H.; als auch H. nicht
semi-entscheidbar sind?
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Wdh.: Allgemeines Halteproblem

Das allgemeine Halteproblem ist definiert als

Ha = {(M)| M halt auf jeder Eingabe}

Wie kann man nachweisen, dass sowohl H. als auch H,; nicht
semi-entscheidbar sind?

Wir verwenden Reduktionen, eine spezielle Variante der
Unterprgrammtechnik.

Vorlesung BuK im WS 22/23, M. Grohe Seite 226

Wdh.: Reduktionen
Definition
Es seien [; und L, Sprachen uber einem Alphabet >. Dann heilst [; auf

L> reduzierbar, Notation L; < [>, wenn es eine berechenbare Funktion
f:2* — 2" gibt, so dass fur alle x € X" gilt

Version 2. November 2022

XEL < f(X)ELQ.

Vorlesung BuK im WS 22/23, M. Grohe Seite 227 Version 2. November 2022



W(dh.: Reduktionen

Definition

Es seien L1 und L, Sprachen tliber einem Alphabet >. Dann heilst [; auf
L> reduzierbar, Notation L; < L,, wenn es eine berechenbare Funktion
f: X" — 2" gibt, so dass fur alle x € 2" gilt

XEL < f(X)ELQ.

{0, 1}* —_| {0,1}*
—e
e

T~

o >®
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W(dh.: Reduktionen

Wir haben gezeigt:

Lemma
Falls L1 < L> und L> semi-entscheidbar ist, so ist [; semi-entscheidbar.

Vorlesung BuK im WS 22/23, M. Grohe Seite 228 Version 2. November 2022



W(dh.: Reduktionen

Wir haben gezeigt:

Lemma

Falls L1 < L> und L> semi-entscheidbar ist, so ist [; semi-entscheidbar.

Im Umkehrschluss gilt:

Lemma

Falls L1 < L> und L1 nicht semi-entscheidbar ist, so ist L> nicht

semi-entscheidbar.
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W(dh.: Reduktionen

accept
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accept

reject

reject
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W(dh.: Reduktionen

accept | accept

reject | reject
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W(dh.: Reduktionen

accept | accept

reject | reject
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Anwendung

Vorbeobachtung: H, ist unentscheidbar, aber semi-entscheidbar. Folglich
ist H. nicht semi-entscheidbar.
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Anwendung

Vorbeobachtung: H, ist unentscheidbar, aber semi-entscheidbar. Folglich
ist H. nicht semi-entscheidbar.

Wir zeigen nun

Behauptung A Behauptung B

He < Hai He < Ha
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Anwendung

Vorbeobachtung: H, ist unentscheidbar, aber semi-entscheidbar. Folglich
ist H. nicht semi-entscheidbar.

Wir zeigen nun
Behauptung A Behauptung B

He < Hay He < Hay
Aus diesen Reduktionen folgt:

Satz
Weder H.; noch H.j sind semi-entscheidbar.
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Bewels von Behauptung A: H, < Hy

Zur Durchfihrung der Reduktion gehen wir in zwel Schritten vor:
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Beweis von Behauptung A: H, < H,

Zur Durchfihrung der Reduktion gehen wir in zwel Schritten vor:

1) Wir beschreiben eine berechenbare Funktion f, die Ja-Instanzen von

H. auf Ja-Instanzen von H.; und Nein-Instanzen von H. auf
Nein-Instanzen von H,, abbildet.
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Bewels von Behauptung A: H, < Hy

Zur Durchfihrung der Reduktion gehen wir in zwel Schritten vor:

1) Wir beschreiben eine berechenbare Funktion f, die Ja-Instanzen von

H. auf Ja-Instanzen von H,; und Nein-Instanzen von H,. auf
Nein-Instanzen von H,, abbildet.

2) Fir die Korrektheit zeigen wir:

a) wg He = f(w) ¢ Ha
b) we He = f(w) € Ha
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Bewelis von Behauptung A: H, < Hy

Beschreibung der Funktion f :

Sei w die Eingabe fiir H..

» Wenn w keine gliltige Godelnummer ist, so sei f(w) = w.
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Bewels von Behauptung A: H, < Hy

Beschreibung der Funktion f :

Sei w die Eingabe fiir H..
» Wenn w keine gliltige Godelnummer ist, so sei f(w) = w.

» Falls w = (M) fiir eine TM M, so sei f(w) die Godelnummer einer
TM M? mit der folgenden Eigenschaft:
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Bewelis von Behauptung A: H, < Hy

Beschreibung der Funktion f :

Sei w die Eingabe fiir H..
» Wenn w keine gliltige Godelnummer ist, so sei f(w) = w.

> Falls w = (M) fiir eine TM M, so sei f(w) die Godelnummer einer
TM M? mit der folgenden Eigenschaft:

M ignoriert die Eingabe und simuliert M mit der Eingabe e.
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Bewels von Behauptung A: H, < Hy

Beschreibung der Funktion f:

Sei w die Eingabe fiir H..
» Wenn w keine gliltige Godelnummer ist, so sei f(w) = w.

» Falls w = (M) fiir eine TM M, so sei f(w) die Godelnummer einer
TM M? mit der folgenden Eigenschaft:

M ignoriert die Eingabe und simuliert M mit der Eingabe e.

Die Funktion f ist berechenbar. (Warum?)
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Beweis von Behauptung A: H, < H, — Korrektheit

Korrektheit:

Falls w keine Godelnummer ist, so ist die Korrektheit klar, denn in diesem
Fall gilt w € H. und f(w) € Hyy.

Sei nun w = (M) fiir eine TM M und sei f(w) = (M}).
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Beweis von Behauptung A: H. < H,; — Korrektheit

Korrektheit:

Falls w keine Godelnummer ist, so ist die Korrektheit klar, denn in diesem
Fall gilt w € H. und f(w) € Hay.

Sei nun w = (M) fiir eine TM M und sei f(w) = (M}).
Es gilt

wéH, = wEeEH.
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Beweis von Behauptung A: H, < H, — Korrektheit

Korrektheit:

Falls w keine Godelnummer ist, so ist die Korrektheit klar, denn in diesem
Fall gilt w € H. und f(w) € Hay.

Sei nun w = (M) fiir eine TM M und sei f(w) = (M}).
Es qgilt

weH. = wEeEH,
= M halt auf der Eingabe €.
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Beweis von Behauptung A: H. < H,; — Korrektheit

Korrektheit:

Falls w keine Godelnummer ist, so ist die Korrektheit klar, denn in diesem
Fall gilt w € H. und f(w) € Hay.

Sei nun w = (M) fiir eine TM M und sei f(w) = (M}).
Es gilt

wéH, = wEeEH.
= M halt auf der Eingabe €.
= M halt auf jeder Eingabe.
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Beweis von Behauptung A: H, < H, — Korrektheit

Korrektheit:

Falls w keine Godelnummer ist, so ist die Korrektheit klar, denn in diesem
Fall gilt w € H. und f(w) € Hay.

Sei nun w = (M) fiir eine TM M und sei f(w) = (M}).

Es qgilt
wéH, = weH.
= M halt auf der Eingabe €.
= M halt auf jeder Eingabe.
= <M€*> - Ha||
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Beweis von Behauptung A: H. < H,; — Korrektheit

Korrektheit:

Falls w keine Godelnummer ist, so ist die Korrektheit klar, denn in diesem
Fall gilt w € H. und f(w) € Hay.

Sei nun w = (M) fiir eine TM M und sei f(w) = (M}).
Es gilt

w € H,

M halt auf der Eingabe €.
M? halt auf jeder Eingabe.
(MZ) € Hyy

f(w) &€ Ha.

R
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Beweis von Behauptung A: H, < H, — Korrektheit

Es sei weiter w = (M) fiir eine TM M und sei f(w) = (M).
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Beweis von Behauptung A: H. < H,; — Korrektheit

Es sei weiter w = (M) fiir eine TM M und sei f(w) = (M}).

w € H. = M halt nicht auf der Eingabe e.
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Beweis von Behauptung A: H, < H, — Korrektheit

Es sei weiter w = (M) fiir eine TM M und sei f(w) = (M).

w € H, = M halt nicht auf der Eingabe e.
= M halt auf keiner Eingabe.
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Beweis von Behauptung A: H. < H,; — Korrektheit

Es sei weiter w = (M) fiir eine TM M und sei f(w) = (M}).

w € H. = M halt nicht auf der Eingabe e.
= M halt auf keiner Eingabe.
= (M) & Ha
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Beweis von Behauptung A: H, < H, — Korrektheit

Es sei weiter w = (M) fiir eine TM M und sei f(w) = (M).

w e He = M halt nicht auf der Eingabe €.
= M halt auf keiner Eingabe.
= (M) € Hai
= f(W) c ﬁa“
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Beweis von Behauptung A: H. < H,; — Korrektheit

Es sei weiter w = (M) fiir eine TM M und sei f(w) = (M}).

w e H, M halt nicht auf der Eingabe €.

M? halt auf keiner Eingabe.
(MZ) & Ha
f(W) c ﬁa”

R

Also gilt w € H. < f(w) € Hyy und somit ist die Funktion f korrekt

konstruiert.
]

Daher ist H,; nicht semi-entscheidbar.
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Bewels von Behauptung B: H, < Hy,
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Beweis von Behauptung B: H, < H,

Wir gehen wiederum in zwei Schritten vor:

Vorlesung BuK im WS 22/23, M. Grohe Seite 235 Version 2. November 2022



Bewels von Behauptung B: H, < Hy,

Wir gehen wiederum in zwei Schritten vor:

1) Wir beschreiben eine berechenbare Funktion f, die Ja-Instanzen von
H. auf Ja-Instanzen von H,; und Nein-Instanzen von H. auf
Nein-Instanzen von H,, abbildet.
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Beweis von Behauptung B: H, < H,

Wir gehen wiederum in zwei Schritten vor:

1) Wir beschreiben eine berechenbare Funktion f, die Ja-Instanzen von
H. auf Ja-Instanzen von H,,; und Nein-Instanzen von H. auf
Nein-Instanzen von H,, abbildet.

2) Fiir die Korrektheit zeigen wir:

a) wg He = f(w) €& Ha
b) we He = f(w) € Ha

Vorlesung BuK im WS 22/23, M. Grohe Seite 235 Version 2. November 2022



Bewels von Behauptung B: H, < Hy,

Beschreibung der Funktion f :

Sei w die Eingabe fiir H.. Sei w’ irgendein Wort aus H,y.

» Wenn w keine gliltige Godelnummer ist, so sei f(w) = w'.
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Beweis von Behauptung B: H, < H,

Beschreibung der Funktion f :

Sei w die Eingabe fiir H.. Sei w’ irgendein Wort aus H,.

» Wenn w keine gliltige Godelnummer ist, so sei f(w) = w'.

> Falls w = (M) fiir eine TM M, so sei f(w) die Godelnummer einer
TM M’ die sich auf Eingaben der Lange / wie folgt verhalt:
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Bewels von Behauptung B: H, < Hy,

Beschreibung der Funktion f :

Sei w die Eingabe fiir H.. Sei w’ irgendein Wort aus H,y.

» Wenn w keine gliltige Godelnummer ist, so sei f(w) = w'.

> Falls w = (M) fiir eine TM M, so sei f(w) die Godelnummer einer
TM M’ die sich auf Eingaben der Lange / wie folgt verhalt:

M’ simuliert die ersten / Schritte von M auf der Eingabe €. Wenn M
innerhalb dieser / Schritte halt, dann geht M’ in eine Endlosschleife,
ansonsten halt M.
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Beweis von Behauptung B: H, < H,

Beschreibung der Funktion f :

Sei w die Eingabe fiir H.. Sei w’ irgendein Wort aus H,.

» Wenn w keine gliltige Godelnummer ist, so sei f(w) = w'.

> Falls w = (M) fiir eine TM M, so sei f(w) die Godelnummer einer
TM M’ die sich auf Eingaben der Lange / wie folgt verhalt:

M’ simuliert die ersten / Schritte von M auf der Eingabe €. Wenn M
innerhalb dieser / Schritte halt, dann geht M’ in eine Endlosschleife,
ansonsten halt M’.

Die Funktion f ist berechenbar. (Warum?)
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Bewels von Behauptung B: H, < Hy,

Korrektheit

Falls w keine Godelnummer ist, so ist die Korrektheit klar, denn in diesem
Fall gilt w € H und f(w) = w' € H,y.

Sei nun w = (M) fiir eine TM M und sei f(w) = (M’).
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Beweis von Behauptung B: H, < H,

Korrektheit

Falls w keine Godelnummer ist, so ist die Korrektheit klar, denn in diesem
Fall gilt w € H, und f(w) = w’ € Hy.

Sei nun w = (M) fiir eine TM M und sei f(w) = (M’).
Es gilt

w & H. = M halt auf der Eingabe €.
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Bewels von Behauptung B: H, < Hy,

Korrektheit

Falls w keine Godelnummer ist, so ist die Korrektheit klar, denn in diesem
Fall gilt w € H und f(w) = w' € H,y.

Sei nun w = (M) fiir eine TM M und sei f(w) = (M’).
Es qgilt

w & H. = M halt auf der Eingabe €.
= di: M halt innerhalb von 7 Schritten auf €.

Vorlesung BuK im WS 22/23, M. Grohe Seite 237 Version 2. November 2022

Beweis von Behauptung B: H, < H,

Korrektheit

Falls w keine Godelnummer ist, so ist die Korrektheit klar, denn in diesem
Fall gilt w € H, und f(w) = w’ € Hy.

Sei nun w = (M) fiir eine TM M und sei f(w) = (M’).
Es gilt

w & H. = M halt auf der Eingabe €.
= di: M halt innerhalb von 1 Schritten auf €.
= 3i: M’ halt auf keiner Eingabe der Ldnge mindestens i.
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Bewels von Behauptung B: H, < Hy,

Korrektheit

Falls w keine Godelnummer ist, so ist die Korrektheit klar, denn in diesem
Fall gilt w € H und f(w) = w' € H,y.

Sei nun w = (M) fiir eine TM M und sei f(w) = (M’).

Es qgilt
w & H. = M halt auf der Eingabe €.
= di: M halt innerhalb von / Schritten auf €.
= Ji: M’ halt auf keiner Eingabe der Ldnge mindestens i.
= M’ halt nicht auf jeder Eingabe.
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Beweis von Behauptung B: H, < H,

Korrektheit

Falls w keine Godelnummer ist, so ist die Korrektheit klar, denn in diesem
Fall gilt w € H, und f(w) = w’ € Hy.

Sei nun w = (M) fiir eine TM M und sei f(w) = (M').
Es gilt

w & H, M halt auf der Eingabe €.

4/: M halt innerhalb von 7/ Schritten auf e.

3i: M’ halt auf keiner Eingabe der Lange mindestens 1.
M’ halt nicht auf jeder Eingabe.

f(w) = (M) & Ha

A
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Bewels von Behauptung B: H, < Hy,

w € He = M hilt nicht auf der Eingabe ¢
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Beweis von Behauptung B: H, < H,

w € H, = M hilt nicht auf der Eingabe ¢
= —d/: M halt innerhalb von i/ Schritten auf €
= VYi: M halt nicht innerhalb von i Schritten auf €
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Bewels von Behauptung B: H, < Hy,

w e H. = M halt nicht auf der Eingabe €
= —di: M halt innerhalb von i/ Schritten auf €
= Vi: M halt nicht innerhalb von 7 Schritten auf ¢
= Vi: M halt auf allen Eingaben der Lange i
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Beweis von Behauptung B: H, < H,

M halt nicht auf der Eingabe €
—4/: M halt innerhalb von 7 Schritten auf ¢
Yi: M halt nicht innerhalb von / Schritten auf €

w € H,

Vi: M’ halt auf allen Eingaben der Lange i
M’ halt auf jeder Eingabe

R
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Bewels von Behauptung B: H, < Hy,

w e H. = M halt nicht auf der Eingabe €
= —di: M halt innerhalb von / Schritten auf €
= Vi: M halt nicht innerhalb von / Schritten auf €
= Vi: M halt auf allen Eingaben der Lange i
= M’ halt auf jeder Eingabe
= f(w)= (M) € Ha .
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Beweis von Behauptung B: H, < H,

w € He M halt nicht auf der Eingabe €

—d/: M halt innerhalb von / Schritten auf €

Vi: M halt nicht innerhalb von / Schritten auf €
Vi: M’ halt auf allen Eingaben der Lange i

M’ halt auf jeder Eingabe

f(W) = </\///> - Ha|| .

L

Also gilt w € H, < f(w) € Hyy und somit ist die Funktion 7 korrekt
konstruiert. []

Es folgt, dass H,; nicht semi-entscheidbar ist.
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Berechenbarkeitslandschaft

4 N

nicht semi-entscheidbare Probleme

mit nicht semi-entscheidbarem Komplement
Han
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Anmerkung zu Reduktionen

Es gilt Ubrigens auch

Lemma
Falls L1 < L> und L> entscheidbar ist, so ist L1 entscheidbar.

Oder umgekehrt:

Lemma
Falls L1 < L> und Ly unentscheidbar ist, so ist L»> unentscheidbar.

Beweis: analog zur Semientscheidbarkeit. L]
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Hilberts zehntes Problem

Im Jahr 1900 prasentierte der Mathematiker David Hilbert 23
mathematische Probleme auf einem Kongress in Paris.
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Hilberts zehntes Problem

Im Jahr 1900 prasentierte der Mathematiker David Hilbert 23
mathematische Probleme auf einem Kongress in Paris.

Hilberts zehntes Problem (im Originalwortlaut)

Eine diophantische Gleichung mit irgendwelchen Unbekannten und mit
ganzen rationalen Zahlenkoeffizienten sei vorgelegt: Man soll ein
Verfahren angeben, nach welchem sich mittels einer endlichen Anzahl von
Operationen entscheiden lalst, ob die Gleichung in den ganzen rationalen
Zahlen losbar ist.
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Hilberts zehntes Problem

Im Jahr 1900 prasentierte der Mathematiker David Hilbert 23
mathematische Probleme auf einem Kongress in Paris.

Hilberts zehntes Problem (im Originalwortlaut)

Eine diophantische Gleichung mit irgendwelchen Unbekannten und mit
ganzen rationalen Zahlenkoeffizienten seil vorgelegt: Man soll ein
Verfahren angeben, nach welchem sich mittels einer endlichen Anzahl von
Operationen entscheiden lalst, ob die Gleichung in den ganzen rationalen
Zahlen losbar ist.

Die ,ganzen rationalen Zahlen”, von denen in diesem Problem die Rede
Ist, sind die Zahlen aus Z, wie wir sie kennen.

.Diophantische Gleichungen” bezeichnen Gleichungen tber Polynomen in
mehreren Variablen.
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Diophantische Gleichungen

» Ein Term ist ein Produkt aus Variablen mit einem konstanten
Koeffizienten, z.B. ist

6-X-X-X-y-2z-zbzw. 6x>yz°

ein Term uber den Variablen x, y, z mit dem Koeffizienten 6.
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Diophantische Gleichungen
» Ein Term ist ein Produkt aus Variablen mit einem konstanten
Koeffizienten, z.B. ist
6-X-X-X-y-z-zbzw. 6x3yz°

ein Term uber den Variablen x, y, z mit dem Koeffizienten 6.

» Ein Polynom ist eine Summe von Termen, z.B.

6x°yz2 4+ 3xy? — x> — 10.
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Diophantische Gleichungen
» Ein Term ist ein Produkt aus Variablen mit einem konstanten
Koeffizienten, z.B. ist
6-X-X-X-y-2z-zbzw. 6x>yz°

ein Term uber den Variablen x, y, z mit dem Koeffizienten 6.

» Ein Polynom ist eine Summe von Termen, z.B.
6x°yz® + 3xy° — x> — 10.

» Eine diophantische Gleichung setzt ein Polynom gleich Null. Die
Losungen der Gleichung entsprechen also den Nullstellen des
Polynoms. Obiges Polynom hat beispielsweise die Nullstelle

(x,y,z)=(5,3,0) .
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Diophantische Gleichungen — Beispiele

Beispiele

» Quadratische Gleichung 5x? — 3x + 6 = 0. Losbar mit diversen
Methoden. (Quadratische Erganzung, Losungsformel, ... ) Also kann
man auch feststellen, ob die Gleichung ganzzahlige Losungen hat.

» Fermatsche Gleichung x" + y" — z" = 0 fur n € IN. Hat eine
ganzzahlige positive Losung nur, wenn n < 2. (Satz von Wiles,
Fermats letzter Satz.)

» Hat die Gleichung x* + y°x? — z" + xy — x = 0 eine ganzzahlige
Losung?
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Formulierung als Entscheidungsproblem

Hilberts zehntes Problem (in unseren Worten)

Beschreibe einen Algorithmus, der entscheidet, ob ein gegebenes
Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten eine ganzzahlige Nullstelle hat.
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Formulierung als Entscheidungsproblem

Hilberts zehntes Problem (in unseren Worten)

Beschreibe einen Algorithmus, der entscheidet, ob ein gegebenes
Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten eine ganzzahlige Nullstelle hat.

Die diesem Entscheidungsproblem zugrundeliegende Sprache ist

N = {p]|pist ein Polynom mit einer ganzzahligen Nullstelle} .
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Semientscheidbarkeit von N

Gegeben sei ein Polynom p mit £ Variablen.

Der Wertebereich von p entspricht der abzihlbar unendlichen Menge Z¢.
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Semientscheidbarkeit von N

Gegeben sei ein Polynom p mit £ Variablen.

Der Wertebereich von p entspricht der abzihlbar unendlichen Menge Z¢.

Der folgende Algorithmus erkennt N:

» Zihle die £-Tupel aus Z¢ in kanonischer Reihenfolge auf und werte p
fur jedes dieser Tupel aus.

» Akzeptiere, sobald eine der Auswertungen den Wert 0 ergibt.
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Semientscheidbarkeit von N

Gegeben sei ein Polynom p mit £ Variablen.

Der Wertebereich von p entspricht der abzihlbar unendlichen Menge Z¢.

Der folgende Algorithmus erkennt N:

» Zihle die £-Tupel aus Z¢ in kanonischer Reihenfolge auf und werte p
fur jedes dieser Tupel aus.

» Akzeptiere, sobald eine der Auswertungen den Wert 0 ergibt.

Fazit: N\ ist semi-entscheidbar.

Vorlesung BuK im WS 22/23, M. Grohe Seite 245 Version 2. November 2022



Ist \ entscheidbar? — Diskussion

» Falls wir eine obere Schranke fuir die Absolutwerte der Nullstellen
hatten, so brauchten wir nur eine endliche Menge von /- Tupeln
aufzahlen und N ware somit entscheidbar.
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Ist N entscheidbar? — Diskussion

» Falls wir eine obere Schranke fuir die Absolutwerte der Nullstellen
hatten, so brauchten wir nur eine endliche Menge von Z-Tupeln
aufzahlen und N ware somit entscheidbar.

» Fir Polynome uber nur einer Variablen gibt es tatsachlich eine obere
Schranke: Fir ein Polynom der Form

p(x) = akx + a_1x* T+ - 4 arx + ag
mit ganzzahligen Koeffizienten gilt
p(x)=0,xeZ = xteilt ag. (Warum?)

Also gibt es keine Nullstelle mit Absolutwert groRer als |ag|.
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Ist \ entscheidbar? — Diskussion

» Falls wir eine obere Schranke fuir die Absolutwerte der Nullstellen
hatten, so brauchten wir nur eine endliche Menge von /- Tupeln
aufzahlen und N ware somit entscheidbar.

» Fur Polynome uber nur einer Variablen gibt es tatsachlich eine obere
Schranke: Fir ein Polynom der Form

p(x) = ax + a1 X+ 4 arx + ag
mit ganzzahligen Koeffizienten gilt
p(x)=0,x€eZ = xteilt ag. (Warum?)

Also gibt es keine Nullstelle mit Absolutwert groRer als |ag|.

» Eingeschrankt auf Polynome mit nur einer Variablen ist das
Nullstellenproblem damit entscheidbar.
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Ist N entscheidbar? — Diskussion

» Fur Polynome mit mehreren Variablen gibt es leider keine obere
Schranke fur die Absolutwerte der Nullstellen. Um das einzusehen,
betrachte beispielsweise das Polynom x + y.
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Ist \ entscheidbar? — Diskussion

» Fir Polynome mit mehreren Variablen gibt es leider keine obere
Schranke fiir die Absolutwerte der Nullstellen. Um das einzusehen,
betrachte beispielsweise das Polynom x + y.

» Aber vielleicht gibt es ja immer eine Nullstelle mit kleinen
Absolutwerten und somit eine obere Schranke fiir die Nullstelle mit
den kleinsten Absolutwerten?
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Ist N entscheidbar? — Diskussion

» Fur Polynome mit mehreren Variablen gibt es leider keine obere
Schranke fur die Absolutwerte der Nullstellen. Um das einzusehen,
betrachte beispielsweise das Polynom x + y.

» Aber vielleicht gibt es ja immer eine Nullstelle mit kleinen
Absolutwerten und somit eine obere Schranke fiir die Nullstelle mit
den kleinsten Absolutwerten?

» Oder vielleicht gibt es ganz andere Moglichkeiten einem Polynom
anzusehen, ob es eine ganzzahlige Nullstelle hat?

Vorlesung BuK im WS 22/23, M. Grohe Seite 247 Version 2. November 2022



Ist \ entscheidbar? — Diskussion

» Fir Polynome mit mehreren Variablen gibt es leider keine obere
Schranke fuir die Absolutwerte der Nullstellen. Um das einzusehen,
betrachte beispielsweise das Polynom x + y.

» Aber vielleicht gibt es ja immer eine Nullstelle mit kleinen
Absolutwerten und somit eine obere Schranke fiuir die Nullstelle mit
den kleinsten Absolutwerten?

» Oder vielleicht gibt es ganz andere Maoglichkeiten einem Polynom
anzusehen, ob es eine ganzzahlige Nullstelle hat?

» Erst knapp siebzig Jahre, nachdem Hilbert sein Problem prasentiert
hatte, konnte Yuri MatijaseviC alle diese Fragen negativ beantworten.
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Unentscheidbarkeit des Nullstellenproblems

Hilbert hat die folgende Antwort nicht erwartet.
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Unentscheidbarkeit des Nullstellenproblems

Hilbert hat die folgende Antwort nicht erwartet.

Satz von Matijasevi¢ (1970)

Das Problem, ob ein ganzzahliges Polynom eine ganzzahlige Nullstelle
hat, ist unentscheidbar.
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Unentscheidbarkeit des Nullstellenproblems

Hilbert hat die folgende Antwort nicht erwartet.

Satz von Matijasevi¢ (1970)
Das Problem, ob ein ganzzahliges Polynom eine ganzzahlige Nullstelle
hat, ist unentscheidbar.

Damit ist Hilberts Aufgabenstellung unlosbar.
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Unentscheidbarkeit des Nullstellenproblems

» Der Beweis des Satzes von Matijasevi¢ beruht auf einer Kette von
Reduktionen, durch die letztendlich das Halteproblem H auf das
Nullstellenproblem N reduziert wird.

» Yuri Matijasevi¢ hat das letzte Glied dieser Kette geschlossen.
Andere wichtige Beitrage zu diesem Ergebnis wurden zuvor von
Martin Davis, Julia Robinson und Hilary Putnam erbracht.
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Unentscheidbarkeit des Nullstellenproblems

» Der Beweis des Satzes von Matijasevi¢ beruht auf einer Kette von
Reduktionen, durch die letztendlich das Halteproblem H auf das
Nullstellenproblem N reduziert wird.

» Yuri Matijasevi¢ hat das letzte Glied dieser Kette geschlossen.
Andere wichtige Beitrage zu diesem Ergebnis wurden zuvor von
Martin Davis, Julia Robinson und Hilary Putnam erbracht.

» Leider ist der Beweis zu lang, um ithn im Rahmen dieser Vorlesung
vollstandig prasentieren zu konnen.
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Unentscheidbarkeit des Nullstellenproblems

» Der Beweis des Satzes von Matijasevi¢ beruht auf einer Kette von
Reduktionen, durch die letztendlich das Halteproblem H auf das
Nullstellenproblem N reduziert wird.

» Yuri Matijasevi¢ hat das letzte Glied dieser Kette geschlossen.
Andere wichtige Beitrage zu diesem Ergebnis wurden zuvor von
Martin Davis, Julia Robinson und Hilary Putnam erbracht.

» Leider ist der Beweis zu lang, um ithn im Rahmen dieser Vorlesung
vollstandig prasentieren zu konnen.

» Wir werden nur einen Uberblick sehen und alternativ das Postsche
Korrespondenzproblem betrachten.
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Unentscheidbarkeit des Nullstellenproblems — Zutaten
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Unentscheidbarkeit des Nullstellenproblems — Zutaten

Sei Dioph(M) das Problem zu entscheiden, ob eine gegebene
diophantische Gleichung tber M losbar ist.

Sei ExpDioph(M) das Problem zu entscheiden, ob eine gegebene
Gleichung, die zusatzlich noch Terme der Form x¥ haben darf, liber M
|6sbar ist.
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Unentscheidbarkeit des Nullstellenproblems — Zutaten

Sei Dioph(M) das Problem zu entscheiden, ob eine gegebene
diophantische Gleichung tiber M losbar ist.

Sei ExpDioph(M) das Problem zu entscheiden, ob eine gegebene
Gleichung, die zusatzlich noch Terme der Form x¥ haben darf, tber M
|osbar ist.

Die Reduktionskette im Bewels ist:

H < ExpDioph(IN) < Dioph(IN) < Dioph(Z) = N
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Dioph(IN) < Dioph(Z)

Wir benotigen eine Reduktion, die zu einem Polynom p ein neues

Polynom f(p) berechnet, so dass p = 0 genau dann eine Losung tiber IN
hat, wenn f(p) = 0 eine Losung tiber Z hat.
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Dioph(IN) < Dioph(Z)

Wir benotigen eine Reduktion, die zu einem Polynom p ein neues

Polynom f(p) berechnet, so dass p = 0 genau dann eine Losung tber IN
hat, wenn f(p) = 0 eine Losung iiber Z hat.

Version 2. November 2022

Theorem (Vier-Quadrate-Satz von Lagrange)

Jede nattirliche Zahl x lasst sich als Summe von vier Quadratzahlen
darstellen.

VxeIN Ja, b cdeZ:x=2a+b>+c?+ d>.
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Dioph(IN) < Dioph(Z)

Wir benotigen eine Reduktion, die zu einem Polynom p ein neues

Polynom f(p) berechnet, so dass p = 0 genau dann eine Losung tiber IN
hat, wenn f(p) = 0 eine Losung tiber Z hat.

Theorem (Vier-Quadrate-Satz von Lagrange)

Jede nattirliche Zahl x lasst sich als Summe von vier Quadratzahlen
darstellen.

VxeIN Ja b cdeZ:x=a —+b>+c*+d°.

Hieraus folgt, dass die Gleichung p(xi, x> ..., x¢) = 0 genau dann eine
Losung uber IN hat, wenn

p(az + b2+ ci+d?, ..., a?+b?+ct+d)=0

eine Losung uber Z hat.
Es folgt Dioph(IN) < Dioph(Z).
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H < ExpDioph(IN)

Fir den Beweisschritt H < ExpDioph(IN) benutzt man das Halteproblem
von Registermaschinen.
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H < ExpDioph(IN)

Fir den Beweisschritt H < ExpDioph(IN) benutzt man das Halteproblem
von Registermaschinen.

Es gentigt hier Registermaschinen mit sehr eingeschrankten Befehlssatz
und endlich vielen Registern zu betrachten. (Siehe spatere Vorlesungen.)
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H < ExpDioph(IN)

Fir den Beweisschritt H < ExpDioph(IN) benutzt man das Halteproblem
von Registermaschinen.

Es gentigt hier Registermaschinen mit sehr eingeschrankten Befehlssatz
und endlich vielen Registern zu betrachten. (Siehe spatere Vorlesungen.)

ldee:

» Man kodiert die Befehlszahlerfolge by, .. ., by als naturliche
Zahl by - - - by uber einer ausreichend grollen Basis.
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H < ExpDioph(IN)

Fir den Beweisschritt H < ExpDioph(IN) benutzt man das Halteproblem

von Registermaschinen.
Es gentigt hier Registermaschinen mit sehr eingeschrankten Befehlssatz
und endlich vielen Registern zu betrachten. (Siehe spatere Vorlesungen.)

|dee:

» Man kodiert die Befehlszahlerfolge by, .. ., b als naturliche
Zahl by - - - by uber einer ausreichend grollen Basis.

» Die Folge der Inhalte eines Registers c(/) werden ebenso als eine
naturliche Zahl kodiert.
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H < ExpDioph(IN)

Fir den Beweisschritt H < ExpDioph(IN) benutzt man das Halteproblem
von Registermaschinen.

Es gentigt hier Registermaschinen mit sehr eingeschrankten Befehlssatz
und endlich vielen Registern zu betrachten. (Siehe spatere Vorlesungen.)

ldee:

» Man kodiert die Befehlszahlerfolge by, .. ., by als naturliche
Zahl by - - - by uber einer ausreichend grollen Basis.

» Die Folge der Inhalte eines Registers c(/) werden ebenso als eine
naturliche Zahl kodiert.

» Man verwendet nun (exponentielle) Gleichungen um zu garantieren,
dass die Zahlen der Konfigurationsabfolge der Registermaschine
entsprechen.
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H < ExpDioph(IN)

Fir den Beweisschritt H < ExpDioph(IN) benutzt man das Halteproblem

von Registermaschinen.
Es gentigt hier Registermaschinen mit sehr eingeschrankten Befehlssatz
und endlich vielen Registern zu betrachten. (Siehe spatere Vorlesungen.)

|dee:

» Man kodiert die Befehlszahlerfolge by, .. ., b als naturliche
Zahl by - - - by uber einer ausreichend grollen Basis.

» Die Folge der Inhalte eines Registers c(/) werden ebenso als eine
naturliche Zahl kodiert.

» Man verwendet nun (exponentielle) Gleichungen um zu garantieren,
dass die Zahlen der Konfigurationsabfolge der Registermaschine
entsprechen.

(Diverse Details sind in dieser groben Ubersicht unterschlagen.)
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ExpDioph(IN) < Dioph(IN)
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ExpDioph(IN) < Dioph(IN)

Dieser Teil ist aufwendig...
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